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Resumen

En este trabajo presentamos una prueba completa de la insolubilidad algorítmica del décimo
problema de Hilbert. Además, mostramos tres extensiones del mismo, a otros anillos de interés.
Finalmente, exponemos la situación actual del décimo problema de Hilbert sobre los números
racionales.
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Introducción

Desde la época de Diofanto de Alejandría los matemáticos se han interesado por resolver ecua-

ciones diofantinas, es decir, ecuaciones de la forma D (x1; x2; : : : ; xn) = 0; donde D es un

polinomio en n variables, con coe�cientes en los números enteros. Resolver la ecuación signi�ca

encontrar valores entereos en las variables x1; x2; : : : ; xn de modo tal que la ecuación D = 0

se satisfaga. Esta área de las matemáticas, llamada Análisis Diofantino, es extremedamente

complicada y utiliza en sus métodos la gran mayoría de las ramas más importantes de las

matemáticas modernas como la geometría algébraica, el análisis complejo, el análisis armónico

y la topología, entre otras. Una cuestión más general y en principio menos compleja que la

de resolver o encontrar las soluciones de una ecuación diofantina, es la de decidir si ésta tiene

o no soluciones enteras, sin preocuparse por mostrar explícitamente dichas soluciones. Esta

pregunta fue la que motivó a Hilbert a incluir en sus 23 problemas el siguiente interrogante:

¿existe un "método" (algoritmo) para determinar si una ecuación diofantina arbitraria tiene

o no soluciones enteras? Esta pregunta era bastante ambiciosa y Hilbert la planteó de man-

era a�rmativa, es decir, Hilbert creía que existía un método universal que permitía decidir

la solubilidad de ecuaciones diofantinas en los números enteros. Sin embargo, en 1970, Yuri

Matiyasevich demostró el último hecho que faltaba para probar que la pregunta planteada por

Hilbert (actualmente conocida como el décimo problema de Hilbert) era insoluble algorítmica-

mente. De hecho, este resultado fue probado en un trabajo conjunto de los matemáticos Martin

Davis, Yuri Matiyasevich, Hilary Putnam y Julia Robinson. Desde entonces el interés se ha

centrado en extender este resultado a otros anillos diferentes de Z, entre estos está el problema
más importante de esta área: saber si existe o no un algóritmo para decidir si una determinada

ecuación diofantina tiene solución en los números racionales. Esta monografía está dividida

en tres partes. En la primera parte se expone la demostración más corta y simpli�cada de la

insolubilidad del décimo problema de Hilbert. También se exponen allí varias consecuencias

sorprendentes de este hecho. En la segunda parte se prueban resultados análogos al décimo

problema de Hilbert sobre anillos más generales y se muestra una aplicación de la teoría de las

curvas elípticas a este problema. En la tercera y última parte, mostraremos los avances que se

han realizado hasta el momento sobre el décimo problema de Hilbert en los números racionales.
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Se presenta además una tabla que resume el estatus del problema de Hilbert en otros anillos de

interés. Se espera que este trabajo sirva como introducción a las técnicas más básicas en esta

bellísima área de las matemáticas.
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Capítulo 1

Insolubilidad del décimo problema de
Hilbert

1.1 Introducción

En su famosa conferencia dictada durante el Segundo Congreso Internacional de Matemáticas

en Paris, en 1990, el matemático alemán David Hilbert propuso 23 problemas que marcarían, en

su opinión, el desarrollo de las matemáticas del siglo XX. La formulación del décimo problema

es tan corta que se puede reproducir aquí literalmente:

ENTSCHEIDUNG DER LÖSBARKEIT EINER DIOPHANTISCHEN GLE-
ICHUNG

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten und mit ganzen ralionalen

Zahlkoe¢ cienten sei vorgelegti man soll ein Verfahren angebe, nach welchen sich mittels einer

endlichen Anzahl von Operationen entscheiden lä�t, ob die Gleichung in ganzen rationalen

Zahlen lösbar ist.

Una ecuación diofantina es una ecuación de la forma

P (x1; x2; : : : ; xn) = 0; (1.1)

donde P es un polinomio con coe�cientes en los números enteros. El décimo problema de

Hilbert pide encontrar un "método" por medio del cual se pueda determinar, en un número

�nito de operaciones, si una ecuación diofantina arbitraria es soluble en los números enteros. En

el contexto en el que problema fue planteado, la palabra "método", indicaba un procedimiento

mecánico general, determinado por una lista de instrucciones, y que no dependiera de la ecuación

diofantina particular que se analizara. En lenguaje moderno, se pide encontrar un algoritmo

que decida la solubilidad de ecuaciones diofantinas en Z.
Durante el periodo comprendido entre la vida de Diofanto (año 300 a.c.) y 1900, los teóri-

cos de números habían encontrado soluciones enteras para un gran número de ecuaciones dio-

fantinas particulares y habían demostrado que otro gran número de ellas eran insolubles. Sin

embargo, nadie conocía un método general que permitiese determinar si cualquier ecuación que

se analizara tenía o no solución, razón que llevo a Hilbert a plantear el problema en esta gener-

alidad, creyendo que tal método posiblemente pudiera desarrollarse durante el siglo que apenas
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comenzaba. A lo largo de más de 50 años muchos matemáticos trataron de encontrar dicho

método universal pero fracasaron. Debido a esto y a la formalización de la noción de algoritmo

(Gödel, Turing, Post, Church entre otros) se comenzó a pensar en cómo demostrar la insolu-

bilidad del décimo problema de Hilbert (H10 (Z) para abreviar). Cabe citar las palabras de
Emil Post: "El décimo problema de Hilbert pide una prueba de insolubilidad", que pronunció

después de demostrar, junto con Andrei Markov, que el problema de la palabra para semigrupos

era indecidible. Inspirado en estas palabras, Martin Davis (estudiante de Emil Post) comenzó

su larga ofensiva contra H10 (Z). Poco tiempo después, Davis estableció una hipótesis que
implicaría la insolubilidad de H10 (Z). Finalmente, en 1970 Yuri Matiyasevich, basado en los
trabajas de M. Davis, H. Putnam y J. Robinson, logró demostrar la hipótesis de Davis, y por

consiguiente, la insolubilidad de H10 (Z).
En este capítulo mostraremos la prueba más corta, conocida hasta la fecha, de la insolubili-

dad de H10 (Z). En esta demostración están todas las simpli�caciones que fueron encontradas
desde que el problema fue resuelto por Y. Matiyasevich [12]. Nos basaremos en un trabajo

conjunto entre el último autor y J. P. Jones [9].

H10 (Z), es lo que actualmente se conoce como un problema de decisión, es decir, un prob-
lema que consta de in�nitos subproblemas, cada uno de los cuales requiere una respuesta a�rma-

tiva o negativa. En nuestro caso particular cada subproblema es representado por una ecuación

diofantina especí�ca, a la cual damos una respuesta a�rmativa o negativa, dependiendo de la

solubilidad o insolubilidad de la ecuación en los números enteros. Por razones técnicas re-

sulta más simple analizar el décimo problema de Hilbert en los números naturales (H10 (N)),
con lo cual no se pierde generalidad, como veremos enseguida. Sin embargo, para ecuaciones

particulares estos dos problemas pueden ser bastante diferentes. Por ejemplo, la ecuación

(x+ 1)3 + (y + 1)3 = (z + 1)3 (1.2)

tiene, de manera trivial, in�nitas soluciones enteras de la forma x = z y y = �1. Pero, la
no existencia de soluciones en los naturales para esta ecuación es un hecho nada trivial (caso

particular del último teorema de Fermat).

No obstante, si consideramosH10 (Z) yH10 (N) como problemas de decisión ambos resultan
ser equivalentes. En efecto, sea

P (x1; x2; : : : ; xn) = 0 (1.3)

una ecuación diofantina arbitraria. Supongamos que estamos buscando soluciones x1; x2; : : : ; xn 2
Z. Entonces, si consideramos la ecuación

P (y1 � z1; y2 � z2; : : : ; yn � zn) = 0 (1.4)
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en las variables y1; z1; y2; z2; : : : ; yn; zn, es claro que la ecuación (1.3) tiene soluciones en Z,
si y sólo si, la ecuación (1.4) tiene solución en N, ya que cualquier número entero se puede
expresar como la diferencia de dos números naturales. De este modo, si existiera un algoritmo

para resolver H10 (N), entonces existiría un algoritmo para decidir H10 (Z). La reducción en
el otro sentido es menos evidente, pero también es cierta: en virtud del teorema de Lagrange,

que establece que todo número natural es la suma de cuatro cuadrados. Usando este resultado

tenemos que

(9x1; x2; : : : ; xn 2 N) [P (x1; x2; : : : ; xn) = 0], (1.5)

(9a1; b1; c1; d1; : : : ; an; bn; cn; dn 2 Z)�
P
�
a21 + b

2
1 + c

2
1 + d

2
1; : : : ; a

2
n + b

2
n + c

2
n + d

2
n

�
= 0
�

(1.6)

Así, la solubilidad de H10 (N) se reduce a la solubilidad de H10 (Z). En conclusión, H10 (Z)
es insoluble si y sólo si H10 (N) es insoluble. En este capítulo probaremos que H10 (N) es
insoluble. Al a�rmar que probaremos la insolubilidad algorítmica de H10 (N), estamos usando
implícitamente la bien conocida hipótesis de Church-Turing. Esta hipótesis establece que cada

procedimiento puramente mecánico puede ser computado por una máquina de Turing. Existen

muchos modelos formales para describir de manera rigurosa la noción de algoritmo. Entre ellos

están las máquinas de Turing, las máquinas registradoras y los algoritmos de Markov. Todas

estas formalizaciones se han demostrado ser equivalentes en términos de lo que pueden com-

putar. La noción de máquina registradora será la que usaremos en este capítulo, ya que permite

describir, de modo más simple, muchas propiedades aritméticas de los números naturales.

Un conjunto (ó relación) S � Nn se llama recursivamente enumerable o listable (r.e) si puede
ser computado por una máquina registradora o máquina de Turing. Una función f , de�nida

en un conjunto de n-tuplas de naturales y con valores en m-tuplas de naturales, es recursiva,

si su grá�ca es un conjunto listable. Un conjunto de n-tuplas de naturales se llama recursivo,

si su función característica es recursiva. Claramente, si un conjunto es recursivo, entonces es

listable. Lo que no es trivial, es el hecho de que existan conjuntos listables que no son recursivos,

como por ejemplo, el conjunto de parada, que se de�ne como el conjunto de tuplas de números

naturales, (n;m), tales que la n-ésima máquina de Turing (�jando una gödelización, esto es,

una enumeración efectiva de las máquinas de Turing) se detiene al evaluar n.

El teorema central de este capítulo, del cual se desprende la insolubilidad de H10 (N) y una
gran cantidad de corolarios importantes, es el siguiente:

Teorema 1.1.1 Cada relación listable (r.e.) A (a1; a2; : : : ; am) puede ser representada en la

forma

A (a1; a2; : : : ; am), (9x1; : : : ; xn 2 N) [P (a1; a2; : : : ; am; x1; : : : ; xn) = 0] (1.7)
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donde P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) es un polinomio con coe�cientes enteros.

Es decir, el teorema a�rma que para cada conjunto r.e. de m-tuplas A (a1; a2; : : : ; am),

existe un polinomio diofantino

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn)

(que depende deA), de tal manera que para saber si unam-tupla de números naturales pertenece

a A, basta saber si la ecuación diofantina

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) = 0

tiene soluciones en las variables x1; x2; : : : ; xn 2 N. El Teorema 1.1.1 se conocía como la

hipótesis de Martin Davis y actualmente se conoce como el teorema DPRM (Davis-Putnam-

Robinson-Matiyasevich).

La insolubilidad de H10 (N) se sigue inmeditamente del Teorema 1.1.1 ya que si existiera
algún algoritmo para decidir H10 (N), se tendría, para cada conjunto A, una representación
como en (1.6). Luego, para cada m-tupla (a1; a2; : : : ; am) se podría decidir algorítmicamente si

existen x1; x2; : : : ; xn 2 N tales que

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) = 0;

o lo que es equivalente, podríamos decidir si (a1; a2; : : : ; am) pertenece o no al conjunto A. Esto

signi�ca que A sería un conjunto recursivo, lo cual es absurdo si tomamos a A como el conjunto

de parada.

Éste ha sido el argumento estándar para demostrar que la hipótesis de Martin Davis implica

la insolubilidad de H10 (N). Al �nal de este capítulo daremos una demostración adicinonal de
esta implicación usando una idea de T. Rado. Vale la pena notar que el Teorema 1.1.1, indepen-

diente del décimo problema de Hilbert, describe una relación muy profunda entre un concepto

puramente aritmético (conjunto diofantino, de�nido por el lado derecho de la Ecuación 1.5) y

un concepto netamente lógico, como lo es el de conjunto listable. La demostración del Teorema

1.1.1 es, en muchos aspectos, constructiva, dado que permite construir en muchas situaciones,

una representación diofantina para conjuntos tan fundamentales en teoría de números como el

conjunto de los números primos.

1.2 Conjuntos diofantinos

Si P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) es un polinomio diofantino (con coe�cientes en Z), entonces
a las entradas de P las dividiremos por conveniencia en parámetros a1; a2; : : : ; am y variables
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x1; x2; : : : ; xn. Todas las variables y parámetros varían en el conjunto de los números naturales

0; 1; 2; : : :En la teoría clásica de ecuaciones diofantinas se comienza con una ecuación diofantina

particular y se busca describir el conjunto de sus soluciones. Nosotros, en cambio, estaremos in-

teresados en el problema opuesto, o sea, dado un conjunto listable A (a1; a2; : : : ; am) buscaremos

un polinomio diofantino

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn)

que de�na a A en el sentido de (1.6).

De�nición 1.2.1 Una relación A (a1; a2; : : : ; am) es diofantina si existe un polinomio dio-

fantino P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) tal que para cada conjunto de valores a1; a2; : : : ; am
se cumple que

A (a1; a2; : : : ; am), (9x1; x2; : : : ; xn) [P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) = 0] (1.8)

Esta de�nición, en principio para relaciones, se puede extender naturalmente a funciones.

En efecto, diremos que una función f es diofantina si su grá�ca lo es. Si A y B son conjuntos

diofantinos de m-tuplas de�nidos por polinomios

PA (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) y PB (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) ;

respectivamente, entonces A \ B y A [ B son también conjuntos diofantinos. Esto es cierto

debido a las siguientes equivalecias:

A [B (c1; : : : ; cm) , (9x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ys) (1.9)

[PA (c1; : : : ; cm; x1; : : : ; xn)PB (c1; : : : ; cm; y1; : : : ; ys) = 0] ;

A \B (c1; : : : ; cm) , (9x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ys) (1.10)�
P 2A (c1; : : : ; cm; x1; : : : ; xn) + P

2
B (c1; : : : ; cm; y1; : : : ; ys) = 0

�
A continuación daremos algunos ejemplos de funciones y relaciones diofantinas bastante cono-

cidas que nos serán de gran utilidad a lo largo de este capítulo.
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a � b, (9x) [a+ x = b] (1.11)

ajb , (9x) [ax = b]

a � b (mod c), (9x) [a = b+ cx _ a = b� cx]

Otros ejemplos importantes son la relación de coprimalidad a ? b (mcd (a; b) = 1), la función

residuo, r =res(a; b) (el residuo de dividir a entre b) y la relación cociente, q =cos(a; b) (el

cociente de dividir a entre b).

a ? b, (9x; y) [ax� by = 1 _ ax� by = �1] ; (1.12)

r = res (a; b), r � a (mod b) ^ 0 � r < b;

q = cos (a; b), 0 � a� qb < b:

Usando estas relaciones, y las ecuaciones 1.9 y 1.10, mostraremos que una gran cantidad de

relaciones que nos serán de utilidad son diofantinas. Ahora, el Teorema 1.1.1 a�rma que la

clase de todos los conjuntos listables coincide con la clase de todos los conjuntos diofantinos.

Una de las direcciones del teorema es relativamente sencilla. Es decir, si A (a1; a2; : : : ; am) es

un conjunto diofantino, con presentación diofantina dada por la expresión 1.7, entonces uno

puede enumerar efectivamente el conjunto de n+m-tuplas recorriendo en orden este conjunto

y veri�cando si

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) = 0;

para cada n + m-tupla (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn). Nótese que si para una m + n-tupla

(a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) se veri�ca que

P (a1; a2; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) 6= 0;

entonces no podemos concluir que P (a1; a2; : : : ; am) =2 A; ya que podría existir otra n-tupla

(y1; y2; : : : ; yn) que cumpla

P (a1; a2; : : : ; am; y1; y2; : : : ; yn) = 0:

La otra implicación es la más difícil y de su prueba nos ocuparemos en el resto de este capítulo.
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1.3 La ecuación de Pell

Por razones técnicas comenzaremos considerando la ecuación de Pell general, que es una

ecuación de la forma

x2 � dy2 = 1; (1.13)

donde d no es un cuadrado perfecto y x; y son variables desconocidas. Cuando d es un cuadrado

perfecto, la ecuación 1.13 tiene sólo la solución trivial (1; 0), por lo tanto siempre supondremos

que d no es un cuadrado perfecto (d > 0). Dado que x2 � dy2 factoriza en los números reales
como

�
x�
p
dy
��

x+
p
dy
�
, es natural considerar esta ecuación en el dominio entero Z

hp
d
i
;

esto es, en el anillo de todos los números de la forma x+y
p
d, con x; y 2 Z. La representación de

un � 2 Z
hp

d
i
como � = a+ b

p
d es única, debido a que

p
d es irracional. Los números a y b se

llaman componentes de �. Sea � = x+y
p
d; el número x�y

p
d se conoce como el conjugado de

�, denotado por �. El número N (�) = �� = x2�dy2 se llama la norma de �. De acuerdo a esta
de�nición se sigue que las soluciones de la ecuación de Pell son exactamente las componentes

de los � 2 Z
hp

d
i
con N (�) = 1. Para estos � se cumple que su inverso multiplicativo es

precisamente su conjugado. Además, � = x+ y
p
d y � � 1 implican que x � 1 y y � 0. Para

ver esto observemos que 0 < ��1 � 1, � + � = 2x y � � � = 2y
p
d. De esto se sigue que

x; y � 0. Finalmente x =
p
1 + dy2 � 1. Así, � � 1 implica que sus componentes son enteros

no negativos. Como �� = ��, concluimos inmediatamente que N (��) = N (�)N (�). Lo cual

implica que el producto de elementos de Z
hp

d
i
, que representen soluciones a la ecuación de

Pell, es nuevamente un número cuyas componentes representan una solución a la ecuación de

Pell. También tenemos que N (�) = N (�).

Sean � = x1 + y1
p
d y � = x2 + y2

p
d dos soluciones de la ecuación de Pell, con �; � � 1.

Entonces, las ecuaciones x21 = dy21 +1 y x
2
2 = dy22 +1 implican que x1 < x2 , y1 < y2, y por lo

tanto, 1 � � < � , 1 � x1 < x2 y 1 � y1 < y2. De aquí que el conjunto de los números reales �

para los cuales N (�) = 1 y � > 1 sea un conjunto bien ordenado. Si este conjunto es no vacío,

es decir, si existen soluciones no triviales a la ecuación de Pell, entonces debe existir un real

minimal � tal que N (�) = 1 y � > 1. Este número se llama el generador y sus componentes se

llaman, la solución fundamental.

Veamos que las potencias de � generan todas las soluciones de la ecuación 1.13. Primero

observemos que las potencias de � representan también soluciones de (1.13). Sea � una solución

de (1.13); como � > 1; existe un natural n tal que �n � � < �: De aquí se sigue que 1 � ���n <
� y

N
�
���n

�
= N (�)N

�
��1

�n
= N (�)N (�)n = 1:

De la minimalidad de � concluimos que ���n = 1, es decir, � = �n. No es trivial probar que
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si d no es un cuadrado perfecto existe una solución no trivial a la ecuación 1.13. Este es un

resultado estandar en la teoría clasica de números que no demostraremos. Sin embargo, para

los propósitos de este capítulo es su�ciente demostrar la existencia de soluciones no triviales

cuando d tiene la forma especial d = a2 � 1, con a 2 N.
La ecuación de Pell especial

x2 �
�
a2 � 1

�
y2 = 1; (1.14)

tiene la solución fundamental (x; y) = (a; 1), ya que cualquier solución no trivial de (1.14) tiene

segunda componente mayor que uno. De este modo su generador es a+
p
a2 � 1. De lo anterior

concluimos que las potencias de este número generan todas las soluciones de (1.14),

Xa (n) + Ya (n)
p
a2 � 1 =

�
a+

p
a2 � 1

�n
: (1.15)

Además, deducimos que Xa (n) y Ya (n) son, como funciones de n, estrictamente crecientes.

Tomando el conjugado a ambos lados de (1.15) vemos que las sucesiones Xa (n) y Ya (n)

también son de�nibles a partir del conjugado del generador, a�
p
a2 � 1, esto es,

Xa (n)� Ya (n)
p
a2 � 1 =

�
a�

p
a2 � 1

�n
: (1.16)

Como habíamos mencionado antes, el conjugado del generador es igual a su inverso,

a�
p
a2 � 1 =

�
a+

p
a2 � 1

��1
: (1.17)

Este hecho implica que la mayoría de las identidades que se pueden demostrar para las secuencias

de soluciones de ecuaciones de Pell, se pueden demostrar también para valores negativos del

parámetro n. Por ejemplo, de las identidades�
a+
p
d
�n+m

=
�
a+
p
d
�n �

a+
p
d
�m

;�
a+
p
d
�n�m

=
�
a+
p
d
�n �

a+
p
d
��m

y usando las ecuaciones 1.15,1.16 y 1.17 obtenemos la identidad

Xa (n�m) + Ya (n�m)
p
d =

�
Xa (n) + Ya (n)

p
d
��

Xa (m)� Ya (m)
p
d
�
: (1.18)

Igualando las partes racionales e irracionales de la ecuación 1.18, obtenemos las ecuaciones

aditivas (Lucas).

Xa (n�m) = Xa (n)Xa (m)� dYa (n)Ya (m) ; (1.19)
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Ya (n�m) = Ya (n)Ya (m)�Xa (n)Ya (m) : (1.20)

En las ecuaciones 1.18, 1.19 y 1.20 los signos se corresponden.

Estas ecuaciones se cumplen para a � 2. Si de�nimos X1 (n) = 1 y Y1 (n) = n, entonces la

identidad (1.20) también se cumplirá para a = 1. Haciendo m = 1 en (1.19) y (1.20) obtenemos

un caso especial bastante útil:

Xn (n+ 1) = aXa (n) + dYa (n) ; Ya (n+ 1) = aYa (n) +Xa (n) ; (1.21)

Xa (n� 1) = aXa (n)� dYa (n) ; Ya (n� 1) = aYa (n)�Xa (n) : (1.22)

Sumando las parejas de ecuaciones 1.21 y 1.22 podemos representar las sucesiones Xa (n) y

Ya (n) como secuencias de Lucas, es decir, secuencias modeladas por ecuaciones de recurrencia

lineales de segundo orden:

Xa (0) = 1; Xa (1) = a; Xa (n+ 1) = 2aXa (n)�Xa (n� 1) ; (1.23)

Ya (0) = 1; Ya (1) = a; Ya (n+ 1) = 2aYa (n)� Ya (n� 1) : (1.24)

De las ecuaciones aditivas (1.19) y (1.20), junto con la ecuación 1.14, deducimos las fórmulas

de ángulo doble (Lucas)

Xa (2n) = 2X2 (n)
2 � 1; (1.25)

Ya (2n) = 2Xa (n)Ya (n) : (1.26)

En virtud de (1.24), si �jamos a n, la función Ya (n) es un polinomio en a de grado n� 1. De
este hecho obtenemos la llamada regla de congruencia,

Ya (n) � Yb (n)mod(a� b): (1.27)

La regla de congruencia se cumple para a; b � 1. Haciendo b = 1 en (1.27) y usando el

hecho de que Y1 (n) = n obtenemos la regla de recurrencia especial de Julia Robinson:

Ya (n) � nmod(a� 1): (1.28)

Las ecuaciones de Lucas 1.23 y 1.24, nos permiten estimar cotas para el tamaño de las

secuencias Xa y Ya. Por ejemplo, es sencillo demostrar las siguientes cotas para la sucesión
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Ya (n):

(2a� 1)n � Ya (n+ 1) < (2a)n : (1.29)

Esta desigualdad, la cual se cumple para a � 1 y n > 1, muestra que la secuencia Ya (n)

crece exponencialmente en n. Estas secuencias, Ya (n) y Xa (n), pueden relacionarse de modo

más directo con la función exponencial. La siguiente congruencia fue demostrada por Julia

Robinson [21]

Xa (n)� (a� k)Ya (n) � k2mod(2ak � k2 � 1): (1.30)

Prueba. Mostraremos que la congruencia es válida para cada k; n � 0. Es fácil veri�carla
para n = 0; 1. Así, usando inducción y las fórmulas 1.23 y 1.24, obtenemos

Xa (n+ 1)� (a� k)Ya (n+ 1) = 2aXa (n)�Xa (n� 1)� (a� k) [2aYa (n)� Ya (n� 1)]

= 2a [Xa (n)� (a� k)Ya (n)]� [Xa (n� 1)� (a� k)Ya (n� 1)]

= 2akn � kn�1 = kn�1 (2ak � 1) = kn�1
�
2ak � k2 � 1 + k2

�
� kn�1

�
0 + k2

�
= kn�1k2 � kn+1

�
mod2ak � k2 � 1

�
:

Ahora probraremos una propiedad de divisibilidad que usaremos en la demostración de

nuestro primer lema fundamental.

njm, Ya (n) jYa (m) . (1.31)

Prueba. De la ecuación aditiva 1.20 tenemos que (omitiendo el subíndice a)

Y (k � n) = Y (k)X (n)�X (k)Y (n)� Y (k)X (n) (modY (n)) :

Pero Y (n) ? X (n), debido a la ecuación 1.14. Así,

Y (n) jY (n� k), Y (n) jY (k) :

Sea m = ni+ r, con 0 � r < n. Entonces, 0 � Y (r) < Y (n). Luego,

Y (n) jY (m), Y (n) jY (ni+ r), Y (n) jY (r) :

De este modo, Y (n) jY (m) si y sólo si r = 0, es decir, si njm.

Lema 1.3.1 (Primer Lema Fundamental) Para a � 0 tenemos que

Y 2a (n) jYa (m), nYa (n) jm: (1.32)
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Prueba. Usando la ecuación 1.15 vemos que para cada j,

Ya (nj) =
jP

i=1;impar

 
j

i

!
Xa (n)

j�1 Ya (n)
i
�p

d
�i�1

.

Por lo tanto,

Ya (nj) � jXa (n)
j�1 Ya (n)

�
modYa (n)

3
�
. (1.33)

Supongamos que Y (n)2 jY (m). Luego, por (1.31) m = nj, para algún j. Fijemos este j en

(1.33). Como X (n) ? Y (n), (1.33) implica que Y (n)2 jjY (n), es decir, Y (n) jj, con lo cual
nY (n) jm. Recíprocamente, supongamos que nY (n) jm. Sea j = Y (n). Por (1.33) se tiene que

Y (n)2 jY (nY (n)). Pero, por (1.32) Y (nY (n)) jY (m). Así, Y (n)2 jY (m).

Lema 1.3.2 Para a � 2 y n � 1, tenemos que Ya (n� 1) + Ya (n) < Xa (n).

Prueba. Reemplazamos n por n�1 en (1.21) para obtener aY (n� 1)+X (n� 1) = Y (n).

Para n � 2, tenemos que

2Y (n� 1) � aY (n� 1) < aY (n� 1) +X (n� 1) = Y (n) ;

de donde Y (n� 1) < Y (n� 1)� Y . Sumamos Y (n) a ambos lados para obtener

Y (n� 1) + Y (n) < 2Y (n) + Y (n� 1) � aY (n)� Y (n� 1) = X (n) ;

por (1.24).

Lema 1.3.3 Ya (4nj �m) � �Ya (m) y Ya (4nj + 2n�m) � �Ya (m) (modXa (n)).

Prueba. De (1.26) y (1.25) tenemos que

Y (2n) � 0 (modX (n)) y X (2n) � �1 (modX (n)) ;

respectivamente. Así, por (1.20) obtenemos

Ya (2n�m) � Y (2n)X (m)�X (2n)Y (m) � �Y (m) (modX (n)) :

Ahora

Y (4n�m) � Y (2n+ 2n�m) � �Y (2n�m) � �Y (m) (modX (n)) ;

o sea, Ya (4n�m) � �Ya (m) (modX (n)). Aquí los signos se corresponden.
En el siguiente lema fundamental los signos no se corresponden.
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Lema 1.3.4 (Segundo Lema Fundamental)Ya (k) � �Ya (m) (modX (n)) es equivalente a
que k � �m (mod 2n).

Prueba. Supondremos, como es usual, que a � 2 y n � 1. Para la demostración de la
implicación (, supongamos que k = 2nj �m. Cuando j = 2i, tenemos que

Y (k) � Y (4ni�m) � �Y (m) (modX (n)) :

En el caso de que j = 2i+ 1, obtenemos

Y (k) = Y (4ni+ 2n�m) � Y (m) (modX (n)) :

Así, Y (k) � Y (modX (n)).
Para la otra dirección, supongamos que Y (k) � �Y (m) (modX (n)) : Escogamos k y m

tales que

0 � k0;m0 � n; k � �k0 (mod 2n) y m � �m0 (mod 2n) :

Luego, de la hipótesis y "(" tenemos que Y (k0) � �Y (m) (modX (n)). Luego, X (n) jY (k0)�
Y (m), así k0 = m, porque si fueran distintos tendríamos que

0 < jY
�
k0
�
� Y

�
m0� j � Y �k0�+ Y �m0� � Y (n� 1) + Y (n) < X (n) ;

por el lema 1.3.2. De k0 = m0 deducimos que k � �m (mod 2n).

Lema 1.3.5 Para A > 1 se cumple C = YA (B) si y sólo si existen números naturales

D;E; F;G;H; I; i tales que

D2 �
�
A2 � 1

�
C2 = 1; (1.34)

F 2 �
�
A2 � 1

�
E2 = 1; (1.35)

I2 �
�
G2 � 1

�
H2 = 1; (1.36)

E = (i+ 1) 2C2; (1.37)

G � A (modF ) ; (1.38)

G � 1 (mod 2C) ; (1.39)

H � C (modF ) ; (1.40)

H � B (mod 2C) ; (1.41)

B � C: (1.42)
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Prueba. Su�ciencia. Supongamos que existen D;E; F;G;H; I; i que satisfacen las ecua-
ciones (1.34) a (1.42). Las ecuaciones (1.34) a (1.36), ecuaciones de Pell, implican la existencia

de números p; q y r tales que

D = XA (p) ; C = YA (p) ; F = XA (q) ; E = YA (q) ; I = XG (r)

y H = YG (r). También 0 � p � C y 0 � B � C. De este modo, la idea es probar que

B = p, mostrando B � r � �p (mod 2C). Podemos suponer que C > 0. Usando el primer lema

fundamental y la ecuación 1.37, deducimos la siguiente cadena de implicaciones

C2jE ) Y 2A (p) jY 2A (q)) YA (p) jq ) Cjq.

Usando (1.39), (1.41) y la regla de congruencia se tiene que

B � H = YG (r) = r (mod 2C)) B � r (mod 2C) : (1.43)

En virtud del segundo lema fundamental, la regla de congruencia, 1.38 y 1.40

YA (r) � YG(r) � H � C = YA (p) (modXA (q)) ;

luego r � �p (mod 2q). Pero sabemos que Cjq. Así, r � �p (mod 2C). Este hecho junto con
(1.43) implican que B � �p (mod 2C). Recíprocamente, supongamos que C = YA (B). Sea

A = XA (B). Entonces, (1.34) y (1.42) se cumplen. De�namos q = BYA (B) ; F = XA (2q) y

E = YA (2q). Luego (1.35) se cumple. Sea m = BYA (B) en el primer lema fundamental. Asi,

el primer lema fundamental dice que YA (B)
2 jYA (BYA (B)).

Por lo tanto, C2jYA (q). La fórmula de ángulo doble (1.26) a�rma que 2XA (q)YA (q) jYA (2q).
Luego 2C2jE, de este modo se cumple 1.37. Sea G = A+F 2

�
F 2 �A

�
, entonces (1.38) es cierta.

(1.35) y (1.37) implican que F 2 � 1 (mod 2C). Así, la de�nición de G hace que (1.39) sea ver-

dad. De�namos I = XG (B) y H = YG (B). De este modo, se cumple (1.36). De (1.28)

H = YG (B) � B (modG� 1), así por (1.39), H � B (mod 2C) y en consecuencia 1.41 es ver-

dad. Además, H = YG (B) = YA (B) � C (modG�A), en virtud de la regla de congruencia.
Este hecho sumado a (1.38) implica que H � C (modF ), es decir, se cumple (1.41). De lo

anterior se concluye la validez del lema.

1.4 El Coe�ciente Binomial y la Relación Exponencial

Por el lema 1.3.5, la relación entre variables, y = Ya (n) es diofantina. Luego, podemos usarla

para mostrar que otras relaciones son diofantinas. Además, del lema 1.3.5 y la ecuación 1.14 se

sigue inmediatamente que la relación x = Xa (n) es diofantina. Usaremos estas dos relaciones
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para demostrar que la relación exponencial, m = kn es diofantina.

Lema 1.4.1 Supongamos que n � 1; k � 2. Entonces para todo a � Yk (n+ 1),

kn = res
�
Xa (n)� (a� k)Ya (n) ; 2ak � k2 � 1

�
:

Prueba. De 1.29, tenemos que k � kn < (2k � 1)n � Yk (n+ 1) � a y por lo tanto

k + 1 � a, de lo cual se sigue que

a < ak < ak + k � 1 = ak + (k + 1) k � k2 � ak + ak � k2 � 1 = 2ak � k2 � 1:

Así, k2 < 2ak � k2 � 1, luego kn es menor que el módulo. Ahora, en virtud de la congruencia
1.30,

kn � Xa (n)� (a� k)Ya (n)
�
mod2ak � k2 � 1

�
:

Como kn es menor que el módulo se sigue que tiene que ser igual al residuo buscado.

Teorema 1.4.2 La relación exponencial, m = kn, con n � 1; k � 2 y m � 2 es diofantina.

Prueba. En virtud del lema 1.4.1, m = kn si y sólo si existe un a tal que

m � Xa (n)� (a� k)Ya (n)
�
mod2ak � k2 � 1

�
;m > a; a � Yk (n+ 1) :

Luego, del lema 1.3.5, y las expresiones 1.11, 1.12 se sigue que la relación m = kn es

diofantina.

A continuación mostraremos que la relación en tres variables, m =

 
n

k

!
, es diofantina.

Julia Robinson fue la primera persona en probar que esta relación era exponencial diofantina.

La idea básica de la prueba es el hecho de que los coe�cientes binomiales son los dígitos en la

expansión en base u de (1 + u)n, para u su�cientemente grande. El símbolo bxc, para x un
número real positivo, denota el mayor entero menor o igual a x.

Lema 1.4.3 Para 0 � 1 � n y u > 2n, 
n

k

!
= res

��
(u+ 1)n

uk

�
; u

�
: (1.44)

Prueba. Al expandir (u+ 1)n y divir por uk obtenemos

(u+ 1)n

uk
=

nP
i=k+1

 
n

i

!
ui�k +

 
n

k

!
+
k�1P
i=0

 
n

i

!
ui�k
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de esto y la desigualdad ui�k � 1=u, la cual se cumple para i � k � 1, tenemos

k�1P
i=0

 
n

i

!
ui�k � 1

u

k�1P
i=0

 
n

i

!
� 1

u

nP
i=0

 
n

i

!
=
2n

u
< 1:

Por lo tanto, �
(u+ 1)n

uk

�
�
 
n

k

!
(modu) :

Así, en virtud de

 
n

k

!
� 2n < u, deducimos el lema.

Para algunos resultados posteriores, necesitaremos una de�nición un poco más amplia de 
a

b

!
. Si 0 � a < b, entonces de�nimos

 
a

b

!
como cero. Nótese que la ecuación 1.44 no es

válida en el sentido extendido, ya que si �jamos n > 0 y k > 2n, entonces, para k = n + 1, se

tendría que �
(u+ 1)n

uk

�
= 1;

lo cual implicaría que

res

��
(u+ 1)n

uk

�
; u

�
= 1 6=

 
n

n+ 1

!
:

Teorema 1.4.4 La relación binomial m =

 
n

k

!
, en el sentido extendido, es diofantina.

Prueba. En virtud del Lema 1.4.3, tenemos que m =

 
n

k

!
, si y sólo si, existe u; x y y

tales que

[n < k ^m = 0] _
h
n � k ^ (u+ 1)n = yuk+1 +muk + x ^ u > 2n ^ uk > x ^ u > m

i
:

Luego, en virtud del teorema 1.4.2, la relación binomial es diofantina.

Ahora de�niremos una relación binaria4, que será fundamental en proceso de aritmetización
de máquinas registradoras, lo cual explicaremos más adelante.

De�nición 1.4.1 Sean r y s números natruales escritos en binario. Entonces, r 4 s signi�ca

que cada dígito en binario de r es menor o igual que el correspondiente dígito en binario de s.

Claramente si a 4 b, entonces a � b. A continuación veremos que la relación a 4 b es

diofantina, pero primero probaremos un teorema de Lucas sobre los coe�cientes binomiales

módulo un primo.
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Teorema 1.4.5 (Lucas, 1878) Sean p un número primo y ri; si los dígitos en base p de r y
s, respectivamente. Entonces 

s

r

!
�
 
sn

rn

!
: : :

 
s1

r1

! 
s0

r0

!
(mod p) :

Prueba. Por inducción, es su�ciente demostrar que dados b y d tales que 0 � b; d < p, se

cumple  
ap+ b

cp+ d

!
�
 
a

c

! 
b

d

!
(mod p) :

Primero supongamos que a � c y b � d. Consideremos el coe�ciente del término xcp+d en el

polinomio (1 + x)ap+b, visto como polinomio en el anillo Zp [x]. De la igualdad (x+ y)p = xp+yp

obtenemos

ap+bP
n=0

 
ap+ b

n

!
xn = (1 + x)ap+b = (1 + x)ap (1 + x)b = (1 + xp)a (1 + x)b

=

 
aP
j=0

 
a

j

!
xjp

! 
bP
i=0

 
b

i

!
xi

!
=

aP
j=0

bP
i=0

 
a

j

! 
b

i

!
xjp+i:

Ahora, la ecuación jp+i = cp+d sólo se puede cumplir para j = c y d = i, ya que 0 � i � b < p

y 0 � d < p. Por lo tanto, el coe�ciente de xcp+d en (1 + x)ap+b debe ser

 
a

c

! 
b

d

!
. Así,

 
ap+ b

cp+ d

!
=

 
a

c

! 
b

d

!

es válida en Zp.
Supongamos que 0 � a < c. Luego

(ap+ b)� (cp+ d) = p (a� c) + (b� d) � �p+ (b� d) < 0:

Así, por de�nición  
ap+ b

cp+ d

!
= 0 =

 
a

c

!
;
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y por tanto, la congruencia se cumple de manera trivial. Finalmente, supongamos que 0 � c � a

y b < d. Por un teorema de Kummer la potencia más alta de p que divide a

 
m

n

!
(m � n) es

1P
i=1

��
m

pi

�
�
�
m� n
pi

�
�
�
n

pi

��
: (1.45)

Si a = c, suponiendo que b < d, la congruencia se cumple trivialmente, ya que ambos lados

son cero. Así podemos suponer que a > c � 0; y por lo anterior, tenemos que ap+ b > cp+ d,

y podemos usar (1.45). Primero, notemos que cada término de (1.45) es un entero no negativo

debido a que bm+ nc � bmc � bnc � 0, para cada m;n 2 N. Ahora, en nuestro caso

1P
i=1

��
ap+ b

pi

�
�
�
ap+ b� (cp+ d)

pi

�
�
�
cp+ d

pi

��
�

�
ap+ b

p

�
�
�
ap+ b� (cp+ d)

p

�
�
�
cp+ d

p

�
=

�
a+

b

p

�
�
�
a� c+ b� d

p

�
�
�
c+

d

p

�
= a� (a� c� 1)� c = 1;

ya que �1 < b� c
p

< 0. Esto signi�ca que pj
 
ap+ b

cp+ d

!
, luego la congruencia se cumple ya

que

 
b

d

!
= 0. De este modo se concluye la demostración.

Teorema 1.4.6 Para r; s números naturales se cumple la siguiente equivalencia:

r 4 s,
 
s

r

!
� 1 (mod 2) : (1.46)

Y, de este modo, la relación 4 es diofantina.

Prueba. Haciendo p = 2 en el teorema 1.4.5, tenemos que 1.46 se sigue de las relaciones
triviales  

1

0

!
= 0;

 
1

1

!
= 1;

 
0

0

!
= 1;

 
0

1

!
= 0:

1.5 Aritmetización de las máquinas registradoras

En este punto, tenemos su�cientes relaciones diofantinas para probar que cada conjunto listable

es diofantino. Existen muchas equivalencias de la de�nión de conjunto listable y función recur-

siva. La que usaremos aquí es la siguiente: una función recursiva es una función que se puede
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computar con una máquina registradora. Un conjunto A es listable (r.e.) si A = ; o A es el

rango de una función recursiva.

Una máquina registradora consiste en un programa �nito y un número �nito de registros

completamente independientes R1; R2; : : : ; Rr. Los registros pueden contener números natu-

rales arbitariamente grandes. Un subconjunto de registros, digamos R1; R2; : : : ; Rk (k < r)

es designado como registros de entrada y un subconjunto, digamos R1; R2; : : : ; Rm (m < r)

es designado como registros de salida. Esto se hace para computar funciones de k variables

cuyos valores son m-tuplas. Normalmente, k = m = 1, ya que R1 es considerado el registro de

entrada-salida. Una máquina registradora es realmente un programa, una lista de comandos

escritos en líneas separadas, etiquetadas como L1; L2; : : : ; Ll. Los comandos de la máquina,

normalmente son ejecutados secuencialmente; sin embargo, la máquina registradora puede eje-

cutar comandos que le ordenen transferir el control a una línea distinta de la línea siguiente.

Para efectos de computar todas las funciones recursivas, es su�ciente suponer que las máquinas

registradoras pueden sumar o restar 1 de un registro y cambiar de línea dependiendo del valor

de nulidad de un registro, es decir, dependiendo de si un registro tiene un valor nulo o no lo

tiene, sin importar el valor especí�co del mismo.

Un comando de resta puede causar problema si el valor que hay en el registro es cero en el

momento de ejecutarlo. Por esta razón Minsky[14] permite ejecutar un comando de resta sólo

después de un "test" de nulidad del correspondiente registro. Por esta razón, dicho comando

requiere dos líneas

Li IF Rj = 0; GOTO Lk; (1.47)

Li+ 1 ELSE Rj  Rj � 1; (1.48)

para ser ejecutado. Es su�ciente suponer que el programa está escrito de tal modo que la resta

de un registro nulo nunca ocurra. Supondremos que una máquina registradora puede ejecutar

los siguientes comandos:
Comando Interpretación

GOTO Lk Transferencia a la línea Lk

IF Rj > 0 GOTO Lk Condicional de transferencia a la línea Lk

Rj  Rj + 1 Sumar al registro Rj una unidad

Rj  Rj � 1 Restar al registro Rj una unidad
Para ahorrar un poco de espacio permitiremos que un comando del tipo Rj  Rj � 1 se

pueda, según el caso, escribir en una misma línea. Con el propósito de familiarizarnos un poco

con este concepto daremos a continuación el ejemplo de una máquina registradora que computa

el n-ésimo número de Fibonacci, Fn.
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L1 IF R1 = 0; GOTO L20

L2 R2 R2 + 1; R3 R3 + 1

L3 R1 R1� 1
L4 IF R1 = 0; GOTO L16

L5 R1 R1� 1
L6 R4 R4 + 1; R5 R5 + 1

L7 R3 R3� 1
L8 IF R3 > 0; GOTO L6

L9 R4 R4 + 1; R2 R2� 1
L10 IF R2 > 0; GOTO L9

L11 R3 R3 + 1; R4 R4� 1
L12 IF R4 > 0; GOTO L11

L13 R2 R2 + 1; R5 R5� 1
L14 IF R5 > 0; GOTO L13

L15 IF R1 > 0; GOTO L5

L16 R3 R3� 1
L17 IF R3 > 0; GOTO L16

L18 R2 R2� 1; R1 R1 + 1

L19 IF R2 > 0; GOTO L18

L20 stop
Esta máquinaM computa la función f (x) = Fx, donde F0 = 0; F1 = 1 y Fx = Fx�1+Fx�2.

Si M es iniciada en la línea L1, con x en el registro R1 y cero en los demás registros, entonces

M eventualmente se detendrá con Fx en el registro R1 y cero en los demás registros. Podemos

entender esto como una de�nición general de computabilidad.

Para aritmetizar el trabajo de una máquina registradora, usaremos los dígitos de números

esritos en base Q, donde Q es un potencia de 2. Consideremos la máquina M del ejemplo

anterior o más generalmente cualquier máquina registradora con r registros y l líneas en su

progama. Supongamos que M computa la función total y = f (x), es decir, una función f

con dominio el conjunto de los números naturales. Durante el cómputo, el contendio de los

registros, en el tiempo t, nunca podrá exceder el valor de x+ t. Así, usaremos el hecho de que

después de s pasos de cómputo, el contenido de cada registro Ri es menor o igual a x+ s.

Supongamos que después de s pasos, el valor y = f (x) es obtenido por M . Denotemos

por rj;t, el contenido del registro Rj en el tiempo t durante el curso de la computación. Si Q

es su�cientemente grande, tendríamos que rj;t < Q, para cada j y durante cada tiempo t en

el cómputo. De este modo, los números rj;t pueden ser considerados como los dígitos de un

número escrito en base Q. Pero, por una razón que se entenderá más adelante, necesitaremos

más espacio, o sea, requeriremos que 2rj;t < Q. Por lo tanto, haremos que Q satisfaga lo
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siguiente:

x+ s < Q=2; (1.49)

l + 1 < Q; (1.50)

Q = 2w; para algún w 2 N: (1.51)

Aquí, l denota el número de líneas del programa. Por ejemplo, el número Q = 2x+s+l+1

es su�cientemente grande para nuestros �nes. Para describir la línea que está ejecutando la

máquinaM en el instante o tiempo t, de�nimos lj;t como 1 ó 0, dependiendo de que la máquina

M , esté o no, en la línea Lj en el instante t. Así, cuando la máquina M comience a computar

se iran generando números Rj y Li de la siguiente manera:

Rj =
sP
t=0

rj;tQ
t (0 � rj;t < Q=2) ; (1.52)

Li =
sP
t=0

li;tQ
t (0 � li;t < 1) ; (1.53)

donde 1 � j � r, con r igual al número de registros; 1 � i � l.
Nos será de gran utilidad utilizar el número I, el cual escrito en base Q tenga todos sus

dígitos iguales a 1. La serie geométrica nos permitirá obtener este valor de manera diofantina,

es decir,

1 + (Q� 1) I = Qs+1; (1.54)

si y sólo si, I =
sP
t=0

Qt:

Para poder utilizar la aritmetización, consideremos la máquina registradora de nuestro ejem-

plo anterior. Esta máquina tiene r = 5 registros y l = 19 líneas de programa. Si la máquina

comienza a computar con x = 2 en el registro R1 y cero en los demás, entonces ésta se detendrá

a los s = 23 pasos con 1 en el registro R1 y cero en los demás (F2 = 1). Durante el cómputo de

F2 la máquina generará los siguientes números R1; R2; R3; R4; R5, representando contenidos de

los registros, durantes los diferentes pasos o instantes, en el sentido de (1.52). Estos números

escritos en base Q tendrán la siguiente forma:

R1 = 110000000000000000011222;

R2 = 001111111000000111111100;

R3 = 000011222221100001111100;

R4 = 000000000001122111000000;

R5 = 000000000111111111000000:

Similarmente, se generaran números representando las líneas que ejecutó el programa en cada
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paso. Estos números en base Q serán:

L1 = 000000000000000000000001;

L2 = 000000000000000000000010;

L3 = 000000000000000000000100;

L4 = 000000000000000000001000;

L5 = 000000000000000000010000;

L6 = 000000000000000000100000;

L7 = 000000000000000001000000;

L8 = 000000000000000010000000;

L9 = 000000000000000100000000;

L10 = 000000000000001000000000;

L11 = 000000000001010000000000;

L12 = 000000000010100000000000;

L13 = 000000000100000000000000;

L14 = 000000001000000000000000;

L15 = 000000010000000000000000;

L16 = 000010100000000000000000;

L17 = 000101000000000000000000;

L18 = 001000000000000000000000;

L19 = 010000000000000000000000;

L20 = 100000000000000000000000:

Notemos que los números L1; L2; : : : ; L20; R1; R2; : : : ; R5 contienen toda la historia del cómputo

realizado por la máquina registradora para x = 2.

Ahora, mostraremos como escribir condiciones diofantinas en variables arbitrarias L1; : : : ; L20;

R1; : : : ; R5; s;Q; x; y su�cientes como para forzarlas a ser estos valores particulares. Es decir,

daremos condiciones diofantinas en estas variables, las cuales se satisfacen, si y sólo si, para la

entrada x, la máquina M produce el valor y = f (x).

En general, las variables desconocidas en estas relaciones diofantinas serán entre otras,

s;Q; I;R1; R2; : : : ; Rr; L1; L2; : : : ; Ll+1. Los números r y l serán constantes, por ejemplo, r = 5

y l = 19, para la máquina que describimos anteriormente. Después de escribir estas condiciones,

los métodos de las secciones anteriores nos permitirán traducirlas en ecuaciones diofantinas, en
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estas y más variables desconocidas. Nuestras primeras 4 condiciones serán (1.49), (1.50), (1.51)

y (1.55). Ahora, para hacer que un número natural arbitrario Rj cumpla la condición , usaremos

la relación 4 y el hecho de que a 4 b implica que cada dígito de a, en base Q, es menor o igual

que el correspondiente dígito de b.

Rj 4
�
Q

2
� 1
�
I (j = 1; 2; : : : ; r) : (1.55)

Como Q es una potencia de 2, esta condición es otra manera de presentar la condición (1.52).

También, es necesario hacer que en cada columna de la matriz que forman los dígitos de los

valores L1; L2; : : : ; Ll+1; haya exactamente un 1 y el resto lleno de ceros. Dado que 1 < Q, por

(1.50), podemos usar las siguientes dos condiciones para este �n:

I =
l+1X
i=1

Li; (1.56)

Li 4 I (i = 1; 2; : : : ; l + 1) : (1.57)

Para inicializar la máquina en la línea L1, pondremos la siguiente condición de inicio:

Q 4 L1: (1.58)

Con relación a los comandos GOTO podemos suponer que hay sólo una instrucción de parada,

localizada al �nal de programa. La condición de parada de la máquina después de s pasos será:

Ll+1 = Qs: (1.59)

Para simular comandos de la forma Li GOTO Lk, incluimos la condición

QLi 4 Lk: (1.60)

Esta instrucción obliga a que el dígito t+1-ésimo de Lk sea 1, siempre que el dígito t-ésimo de

Li sea 1. Para comandos de la forma Li IF Rj > 0; GOTO Lk una idea un poco más �na que

la anterior funciona. Asumamos que k 6= i+ 1, para que el comando no sea trivial. Usaremos,

en este caso el siguiente par de instrucciones:

QLi 4 Lk + Li+1 y QLi 4 Lk +QI � 2Rj: (1.61)

La primera condición fuerza la transferencia a la línea Lk o Li+1 y la segunda decide a cual de

las dos se transferirá. Para entender como funcionan estas condiciones, hagamos el siguiente
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diagrama (�jando por un momento una máquina registradora M)
Q = 26 Q

6
Q
5

Q
4

Q
3

Q
2

Q
1

Q
0

I = 00000 0 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1

Q:I = 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1 00000 1 00000 0

2Ri = 00000 0 ***** 0 ***** 0 ***** 0 ***** 0 ***** 0 ***** 0
La idea es que cuando rj;t > 0 restar 2Rj de QI hace que se sustraiga un dígito de la posición

Qt+1 de QI. Por ejemplo, supongamos que los únicos dígitos no nulos de Rj , en base Q, son

rj;3; rj;4; rj;5. Luego, QI � 2Rj , escrito en base 2, tendrá la siguiente forma:
Q
6

Q
5

Q
4

Q
3

Q
2

Q
1

Q
0

I = 00000 0 ***** 0 ***** 0 ***** 1 00000 1 00000 1 00000 0
Además, supongamos que para cierta línea Li, el valor de Li está dado, escrito en base 2,

por

Q
6

Q
5

Q
4

Q
3

Q
2

Q
1

Q
0

Li = 00000 0 00000 0 00000 0 00000 1 00000 0 00000 1 00000 0

QLi = 00000 0 00000 0 00000 1 00000 0 00000 1 00000 0 00000 0
Supongamos que M tiene una línea de la forma Li IF Ri > 0 GOTO Lk; y además

QLi 4 Lk + Li+1;

QLi 4 Lk +QI � 2Rj : (1.62)

En el ejemplo sabemos que Li;1 = 1 y rj;1 = 0; luego, si Lk;2 = 1; o sea, Lk tendría la forma:

Q
6

Q
5

Q
4

Q
3

Q
2

Q
1

Q
0

Lk = 00000 * 00000 * 00000 * 00000 * 00000 1 00000 * 00000 0,
se tendría Lk +QI � 2Rj , tendría la forma:

Q
6

Q
5

Q
4

Q
3

Q
2

Q
1

Q
0

00000 * ***** * ***** * ***** * 00001 0 ***** * ***** *,
, lo cual en vir-

tud de (1.62) es un absurdo. De este modo, Lk;2 = 0; luego la línea que ejecuta M en el paso

2 es Li + 1: Por otra parte, rj;3 > 0 y Li;3 = 1: Esto implica el coe�ciente correspondiente a

Q
4
de los números QI � 2Rj y QLi son 0 y 1; respectivamente. Lo cual, por (1.62) obliga a

que Lk;4 = 1; ya que de lo contrario, Lk;4 = 0; los coe�cientes correspondientes a Q
4
de QLi y

Lk +QI � 2Ri serían 1 y 0, respectivamente, así (1.62) nos daría una contradicción.
En el razonamiento anterior usamos un hecho fundamental, pero que, en general, queda

implícito: siempre que se suman en binaro un número como Lk (cuya descomposición en base

Q tiene solo unos y ceros) y un número como QI � 2Rj (con Rj =
sP
t=0

rj;tQ
t y 0 � rj;t < Q=2),

los coe�cientes de Lk + QI � 2Ri, correspondientes a potencias de Q; se pueden computar
simplemente sumando los correspondientes coe�cientes, en binario, de Lk y QI � 2Ri.

De lo anterior, tenemos que (1.61) implica que rj;t > 0 si y sólo si lk;t+1 = 1: La razón por

la que dividimos Q entre 2; en 1.52, puede ser entendida ahora. Usamos QI � 2Ri; en lugar de
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I � 2Ri; para poder garantizar que QI � 2Ri sea un entero no negativo.
Los comandos de la forma Li IF Rj = 0; GOTO Lk serán codi�cados de manera análoga

al anterior (suponiendo de nuevo que i+ 1 6= k):

QLi 4 Lk + Li+1 y QLi 4 Lk +QI � 2Rj : (1.63)

En este caso, rj;t = 0, li+1;t+1 = 0, lk;t+1 = 1.

Aunque los comandos de tipo LiRj  Rj � 1 no son pensados como un comando de
transferencia, existe un comando GOTO implícito asociado a ellos, es decir, GOTO Li + 1.

Así, para comandos de esta clase, es decir, para cada línea Li que contenga comandos de este

tipo, necesitamos una condición de la forma

QLi 4 Li+1. (1.64)

Finalmente, debemos incluir para cada registro una ecuación que nos permita asegurar que el

contenido del registro Rj en el instante t es igual al t-ésimo coe�ciente, en base Q, del número

Rj . Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de registro:

R1 + yQ
s+1 = QR1 + x+

X
k

QLk �
X
i

QLi; (1.65)

Ri = QRi +
X
k

QLk �
X
i

QLi; (i = 1; 2; : : : ; r) : (1.66)

Los índices k e i varían sobre las instrucciones del tipo LkRj  Rj + 1 y LiRj  Rj � 1.
La ecuación de registro para R1 es distinta de las ecuaciones para los otros registros ya que

(asumiendo funciones de una variable) R1 es el único registro de entrada-salida. Para entender

estas ecuaciones, por ejemplo (1.65), �jemos un instante t durante el cómputo, entonces (1.65)

signi�ca que r1;0 = x y rj;t+1 es igual al valor que había en Ri en el instante anterior, o sea,

ri;t (el coe�ciente correspondiente a Qt+1, del número QRi), más un 1 por cada instrucción

LkRi  Ri + 1 (ejecutada antes del instante t + 1), más un �1 por cada instrucción LiRi  
Ri � 1. Es decir, el valor exacto que debe tener ri;t+1. Además, (1.65) también garantiza que
para el último paso del cómputo, s, el valor de r1;s sea y.

Cuando más registros son considerados como registros de entrada-salida, es necesario agregar

más ecuaciones como (1.65) para estos registros.

Apartir de estas ecuaciones y condiciones, no es di�cil demostrar, por inducción en t (el

número necesario de pasos para hacer el cómputo), que si la máquina M computa la función f ,

entonces para cada x; y, las condiciones 1.49, 1.50, 1.51, 1.54, 1.55, 1.56, 1.57, 1.58, 1.59, 1.60,

1.61, 1.63, 1.64, 1.65 y 1.66 tienen solución en las variables s;Q; I;R1; R2; : : : ; Rr; L1; : : : ; Ll+1,

si y sólo si, f (x) = y. Los resultados de las secciones anteriores nos permiten escribir todas estas
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condiciones como un polinomio diofantino en las variables anteriores y algunas otras. Después

de renombrar las variables x1; : : : ; xn y transformar todas las relaciones diofantinas en una sola,

obtenemos una ecuación polinómica

y = f (x), (9x1; x2; : : : ; xn) [P (x; y; x1; x2; : : : ; xn) = 0] : (1.67)

Cuando f es una función cuyas imagenes son m-tuplas, (1.67) se extiende naturalmente, ya

que sólo basta poner m condiciones como (1.65), reemplazando cada yQs+1 por yiQs+1(donde

f (x) = (y1; y2; : : : ; yn)), y eliminando el término x de todas, salvo la primera.

Ahora, demostremos el teorema 1.1.1. Sea A (a1; a2; : : : ; an) 6= ; un conjunto listable.
Entonces A es el rango de una función recursiva f , luego existe una ecuación polinómica

P (x; y1; : : : ; ym; x1; x2; : : : ; xn) tal que

f (x) = (y1; y2; : : : ; ym), (9x1; x2; : : : ; xn) [P (x; y1; y2; : : : ; ym; x1; x2; : : : ; xn) = 0] :

Así,

A (a1; a2; : : : ; an) , (9x) [f (x) = (a1; a2; : : : ; an)]

, (9x; x1; : : : ; xn) [P (x; a1; : : : ; am; x1; x2; : : : ; xn) = 0] :

De este modo obtenemos el teorema 1.1.1.

1.6 El décimo problema de Hilbert es insoluble

En esta sección demostraremos que el teorema 1.1.1 implica la insolubilidad del décimo problema

de Hilbert, utilizando una idea debida T. Rado. Conocida como el juego de Rado. Consideremos

el problema de programar una máquina registradora para que escriba el número más grande

posible en el registro R1 y se detenga. Supongamos que todos los registros son inicializados en

cero. Sea R (l), el número más grande generado de este modo, por una máquina registradora

de l líneas y con todos los registros inicializados en cero.

Si nos restringimos a comandos de sustracción seguros, (1.47)-(1.48), y evitamos ciclos

in�nitos, vemos que R (l) es una función bien de�nida en l, ya que existe un número �nito de

máquinas con l líneas en su programa y por lo tanto un número �nito de números computados

por ellas, al inicializar todos sus registros en cero.

Claramente, R (1) = 1; R (2) = 2. Además R (l) < R (l + 1), dado que es posible agregar

una linea del tipo R1  R1 + 1; al �nal de un programa de l líneas.

Ahora, mostraremos que la función R (l) = y crece demasiado rápido, es decir, que no puede

ser computada por ninguna función recursiva.
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Lema 1.6.1 Sea f una función recursiva de N en N. Entonces, para todo l su�cientemente
grande f (l) < R (l).

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f es una función estrictamente
creciente, ya que si no lo fuera podríamos construir otra función f 0 recursiva y creciente, tal

que f 0 (x) � f (x), para x 2 N, y así demostrar la a�rmación para t0, lo cual implicaría
R (l) > f 0 (l) � f (l), para l su�cientemente grande.

Sea N una máquina registradora, de c líneas, que compute la función f . Sea F la máquina

obtenida, a partir de N , agregando el comando R1 R1 + 1 al �nal.

Así, F es una máquina de c+1 líneas que computa la función f (x)+1. Sea D una máquina

registradora de 5 líneas, con la propiedad de que cuando se inicia con x en el registro R2 y

cero en el registro R1, computa 2x en el registro R1, cero en R2 y se detiene. D podría ser la

siguiente máquina:
L1 IF R2 = 0; GOTO L6

R2 R2� 1;
R1 R1 + 1;

R1 R1 + 1;

GOTO L1:
Para cada x, sea Mx una máquina registradora de x líneas con la propiedad de que cuando

se inicializa con cero en R2 computa x en R2 y se detiene. Mx podría consistir en un programa

de x líneas de la forma R2 R2 + 1:

Consideremos la máquina Mx, seguida de D, seguida de F y denotemosla por F (D (Mx)).

Esta máquina tiene x+6+ c líneas en su programa y tiene la propiedad de producir el número

f (2x)+1, cuando es inicializada con cero en todos los registros. La existencia de esta máquina

prueba que

f (2x) � R (x+ 6 + c) ; (1.68)

para cada x. Cuando x > 6 + c, tenemos que x+ 6 + c < 2x. Luego,

f (x+ 6 + c) < f (2x) ; (1.69)

ya que f es estrictamente creciente. Ahora, si l = x+6+c, entonces para l > 12+2c (x � 6 + c),
(1.68) y (1.69) implican f (l) > R (l).

Lema 1.6.2 No existe un algoritmo para resolver el décimo problema de Hilbert.

Prueba. Sea S = f(k; l) : k � R (l)g. Entonces, (k; l) 2 S, si y sólo si, existe una máquina
registradora de l líneas, que se detiene en s pasos, (con todos los registros inicializados en cero),

que se detiene con un valor en R1 mayor o igual a k. De lo anterior se sigue que S es un
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conjunto listable. El conjunto S y la función R (l) están relacionados de la siguiente manera:

R (l) = min k [(k + 1; l) =2 S] (1.70)

En virtud del teorema 1.1, existe un polinomio P (k; l; x1; x2; : : : ; xn) con la propiedad

(k; l) 2 S , (9x1; x2; : : : ; xn) [P (k; l; x1; x2; : : : ; xn) = 0] : (1.71)

Así de (1.70) y (1.71) tenemos que

R (l) = min k [q (9x1; x2; : : : ; xn) [P (k; l; x1; x2; : : : ; xn) = 0]] :

Por lo tanto, si el décimo problema de Hilbert fuera soluble, la función R sería computable, lo

cual es absurdo por el lema 1.6.1.

A lo largo de los años, los matemáticos se han preocupado por conocer, dada una ecuación

diofantina P = 0, cotas superiores (relativamente precisas) para el número de soluciones enteras

de dicha ecuación. Esta cuestión es igual de compleja que la pregunta hecha por Hilbert en

su décimo problema. Para ser más precisos, denotemos por #(P ) al número de soluciones

enteras de la ecuación P = 0. Así, 0 � #(P ) � @0. Sea A = f0; 1; 2; : : : ;@0g. Entonces, si
B � A;B 6= ; y B 6= A, Martin Davis [2] demostró, de manera sencilla y elemental, que no

existe un algoritmo para determinar si #(P ) pertenece, o no, a B. Notemos que si A = f0g,
entonces el décimo problema de Hilbert es equivalente a determinar si #(P ) 2 A, es decir, a
determinar si el número de soluciones de la ecuaión es nulo.

Davis logró esta generalización usando, por supuesto, la insolubilidad del décimo problema

de Hilbert.

1.7 Algunas consecuencias

Aunque la imposibilidad de encontrar un algoritmo de decisión para ecuaciones diofantinas

es un resultado negativo, la solución del problema de Hilbert tiene numerosas consecuencias

positivas. Una de ellas es la existencia de polinomios, cuyo conjunto de valores positivos coincide

con cualquier conjunto listable A, dado de antemano.

Teorema 1.7.1 Sea f una función recursiva con valores en los números naturales. Entonces,
existe un polinomio diofantino Q tal que para todo par de números naturales x; y se cumple lo

siguiente:

f (x) = y , (9x; x1; : : : ; xn) [Q (x; x1; : : : ; xn) = y] :

Prueba. Aplicando el teorema 1.1.1 a la grá�ca de f , obtenemos una representación dio-
fantina con polinomio P . Ahora, usando un truco de Hilary Putnam y el hecho de que f es
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una función no negativa, tenemos que

f (x) = y , (9x1; x2; : : : ; xn) [P (x; y; x1; x2; : : : ; xn) = 0]

, (9x0; x1; : : : ; xn)
h
1� P (x; x0; x1; x2; : : : ; xn)2 = 1 ^ x0 = y

i
, (9x0; x1; : : : ; xn)

h
(x0 + 1)

h
1� P (x; x0; x1; x2; : : : ; xn)2

i
= y + 1

i
Así, para Q (x; x0; x1; : : : ; xn) = (x0 + 1)

h
1� P (x; x0; x1; x2; : : : ; xn)2

i
� 1 se cumple el teo-

rema.

Si tomamos la función f (n) = Pn, donde Pn es el n-ésimo número primo, en el teorema

anterior obtenemos un polinomio Qp, cuyos valores positivos coinciden con el conjunto de los

números primos. La prueba del teorema 1.1.1 es constructiva en el sentido en que nos muestra

como obtener tal polinomio. Matiyasevich ha construido un polinomio en 10 variables con

dicha propiedad, lo cual representa una mejora considerable desde que J.P. Jones, D. Sato,

H. Wada y D. Wiens mostraron un polinomio, con la misma propiedad, en 26 variables y

de grado 25. La hipotética existencia de un polinomio con la propiedad anterior, prevista

por los matemáticos mucho antes de 1970, fue una de las grandes evidencias en contra de

la hipotesis de Martin Davis. Este escepticismo era fundamentado por hechos del siguiente

estilo: un polinomio Q (z1; z2; : : : ; zn) con coe�cientes complejos que tome únicamente valores

primos, para valores no negativos de las variables es constante. La prueba de este hecho es

completamente elemental, mas no trivial, y se deja como ejercicio al lector interesado. Otro

corolario interesante del teorema 1.1.1 es el siguiente: es posible listar la colección de todos los

conjuntos r.e. de n-tuplas de números naturales A0; A1; : : :En forma precisa, existe un conjunto

listable de n+ 1-tuplas Un tal que

(a1; a2; : : : ; an) 2 Ak , (a1; a2; : : : ; an; k) 2 Un:

Aplicando el teorema 1.1.1 a este conjunto obtenemos una ecuación diofantina particular Pn
con la siguiente propiedad:

(a1; a2; : : : ; an) 2 Ak , (9y1; y2; : : : ; ym) [Pn (a1; a2; : : : ; an; k; y1; y2; : : : ; ym) = 0] :

Así, una representación diofantina de un conjunto arbitrario de n-tuplas se puede obtener tan

sólo �jando el valor de una de sus variables. Algo aún más sorprendente es que se puede

extender este resultado al caso n = 0 y obtener la siguiente forma fuerte de la insolubilidad del

décimo problema de Hilbert.
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Teorema 1.7.2 Existe una ecuación diofantina en un parametro

D (a; x0; x1; : : : ; xm) = 0; (1.72)

tal que ningun algoritmo puede resolver el siguiente problema: decidir si la ecuación tiene una

solución x1; x2; : : : ; xm 2 N, para cada valor �jo de a.

Así, para obtener indecibilidad no es necesario considerar la clase de todas las ecuaciones

diofantinas, es su�ciente considerar ecuaciones diofantinas con grado acotado, en un número �jo

de variables desconocidas, más aún, obtenidas de un polinomio particular D, tan sólo �jando

números en una de sus variables. El hecho empírico de que el nivel de complejidad de una

ecuación diofantina crece conforme crecen el número de variables y el grado de la ecuación,

podría no ser muy plausible para valores grandes de estos (variables y grados), ya que, en

virtud del teorema anterior, la complejidad de una ecuación alcanza un tope para ecuaciones

con grado y número de variables acotados. Además, la ecuación

Pn (a1; : : : ; an; k; y1; : : : ; ym) = 0; (1.73)

podría considerarse como una ecuación universal en el siguiente sentido: para cada ecuación

diofantina

Pn (a1; : : : ; an; x1; : : : ; xm) = 0; (1.74)

se puede encontrar, de manera efectiva, un número particular kp tal que, para valores �jos de

los parámetros a1; : : : ; an, la ecuación 1.74 tiene solución en x1; : : : ; xn; si y sólo si, la ecuación

Pn (a1; : : : ; an; kp; y1; : : : ; ym) = 0; (1.75)

tiene solución en y1; : : : ; ym. Esto implica que para efectos de solubilidad, la colección de

ecuaciones como (1.74), con grados arbitrariamente grandes, es igual de compleja que la ecuación

1.73, con grado �jo.

Por otra parte, Hilbert también incluyó en su lista de problemas a la famosa conjetura de

Goldbach. Esta conjetura, aún sin resolver, a�rma que cada número par mayor que 2 es la

suma de dos números primos. Sea C el conjunto de números pares que son contraejemplo para

la conjetura de Goldbach. Evidentemente C es un conjunto recursivo, así, existe una ecuación

diofantina G (a; x1; : : : ; xn) = 0, la cual tiene solución, si y sólo si, a es un contraejemplo. En

otras palabras, la conjetura de Goldbach es cierta, si y sólo si, la ecuación

G (x0; x1; : : : ; xn) = 0; (1.76)

no tiene soluciones.
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Otro teorema interesante, es el último teorema de Fermat. Esta teorema a�rma que el

sistema in�nito de ecuaciones diofantinas

xn + yn = zn; (1.77)

para n � 3; x � 1; y � 1, no tiene soluciones. Si vemos la ecuación 1.76 como una sola ecuación
diofantina exponencial en las variables n; x; y; z y usamos el hecho de que la relación exponencial

es diofantina, garantizamos la existencia de una ecuación diofantina

F (n; x; y; z; u1; : : : ; um) = 0;

la cual tiene solución en u1; : : : ; um, si y sólo si, n; x; y; z son soluciones de (1.77). De este modo,

concluimos que el último teorema de Fermat es equivalente a que la ecuación

F (n+ 3; x+ 1; y + 1; z; u1; : : : ; um) = 0

no tenga solución en los números naturales.

Finalmente, es posible demostrar que existe una ecuación diofantina R (x1; : : : ; xm) = 0 la

cual no tiene soluciones si y sólo si la Hipótesis de Riemann es cierta. Lo mismo sucede con el

problema de los cuatro colores.

Sin embargo, no es factible que cada problema de las matemáticas sea cierto, si y sólo si,

una cierta ecuación diofantina es insoluble. De hecho, se cree que la conjetura de la in�nidad

de primos gemelos (de diferencia 2) no se puede plantear de este modo.

Una pregunta natural que nos podríamos hacer en este punto sería la siguiente: ¿son estas

representaciones diofantinas útiles? Bueno, el décimo problema de Hilbert es insoluble, así

que no disponemos de un método universal para todas ecuaciones. Di�cilmente podemos com-

prender las correspondientes ecuaciones diofantinas para estos problemas ya que son bastante

complicados. No obstante, podríamos reversar el orden de las cosas o sea el décimo problema

es insoluble y tenemos que inventar más y mejores métodos para resolver un número mayor de

ecuaciones diofantinas. Esto signi�ca que podríamos ver la prueba del último teorema de Fer-

mat y el problema de los cuatro colores como herramientas muy so�sticadas para decidir sobre

ecuaciones diofantinas particulares y tratar de extender estas técnicas a otras ecuaciones. Las

reducciones anteriores de problemas famosos a ecuaciones diofantinas podrían tomarse como

una razón empírica de porqué el décimo problema de Hilbert es indecidible, es decir, di�cilmente

se podría esperar que tantos problemas, tan di�ciles y de areas distintas de las matemáticas,

pudieran ser atacados mediante un método mecanico universal.
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Capítulo 2

ALGUNAS EXTENSIONES

2.1 Terminología y otros preliminares

En esta sección recordaremos algunas nociones y resultados fundamentales de la lógica matemática

los que usaremos a lo largo del resto de esta monografía. Para un tratamiento riguroso de los

hechos mencionados a continuación recomendamos el libro de David Marker [11].

Informalmente, una fórmula de primer orden en el lenguaje de anillos (0; 1;+; �) es una
expresión construida a partir de los símbolos +; �; 0; 1;=; (), las relaciones ^ (conjunción), _
(dijunción), q (negación), los cuanti�cadores 8 (universal), 9 (existencial), y variables x; y; z; : : :
Para ser un poco más precisos, primero se de�nen los términos, que en nuestro caso, son sim-

plemente expresiones formales construidas a partir de las variables por medio de las operaciones

+; �. Luego, se de�nen las fórmulas atómicas, las cuales son expresiones de la forma t1 = t2,

donde t1; t2 son términos. En el caso general, donde el lenguaje contiene símbolos para rela-

ciones RN de variables, expresiones de la forma RN (t1; t2; : : : ; tN ), donde t1; t2; : : : ; tN son

términos, también se consideran como expresiones atómicas. Sin embargo, en nuestro trabajo

éstas no aparecerán. Continuando con lo anterior, se de�ne el conjunto de fórmulas de primer

orden como el menor conjunto W que contiene a las fórmula atómicas tal que:

1. Si � está en W , entonces q� está en W .

Si � y  están en W , entonces (� ^  ) y (� _  ) están en W .

Si � está en W y xi es una variable, entonces (8xi�) y (9xi�) están en W .

Decimos que una variable xi es libre en una fórmula � , si esta no está dentro del alcance

de un cuanti�cador 8 o 9. En caso contrario decimos que la variable es ligada. Por ejemplo en
la siguiente fórmula x3 y x4 son las dos únicas variables libres:

� � (8x1) (9x2) ((x1 � x3 = x4 + x2)_q (x3 � x3 � x3 = 1)) :

Una sentencia de primer orden es una fórmula de primer orden (o fórmula, para simplicar) que

no tiene varibales libres.

Notemos que cualquier ecuación diofantina P (x1; : : : ; xn) = 0 es equivalente a una fórmula.

Por ejemplo, la ecuación x3 � x2 � x1 + x3 � x4 � x1 = 0 es equivalente a la fórmula x3 � x2 +
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x3 = x1 + x4 � x1. La idea es simplemente pasar al lado derecho de la ecuación diofantina
los términos del lado izquierdo que tienen signo negativo. De ahora en adelante no haremos

ninguna diferencia entre una ecuación diofantina y su representante.

Una inecuación diofantina es una expresión de la formaD (x1; : : : ; xn) 6= 0, dondeD (x1; : : : ; xn)
es un polinomio diofantino. Es importante notar que en algunos casos nuestro lenguaje incluirá

un número �nito de símbolos adicionales para ciertas constantes destacadas (dependiendo del

anillo particular que estamos considerando), y así la de�nición de ecuación (inecuación) se ex-

tiende a esta situación de manera natural, con la única diferencia de que los coe�cientes de la

ecuación estarán en este caso en el subanillo más pequeño que contenga a 0; 1 y a todas las

constantes elegidas.

Una fórmula de la forma

(9x1) : : : (9xn)S; (2.1)

donde S es la dijunción de sistemas de ecuaciones e inecuaciones difoantinas (en principio (2.1)

puede tener más variables que x1; : : : ; xn) se llamará fórmula existencial. Si S no contiene

inecuaciones, entonces (2.1) se llamará fórmula positivamente existencial. Además, en el caso

particular en el que S sea una sola ecuación diofantina, (2.1) se llamará una fórmula diofantina.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una vez �jado el lenguaje, una sentencia tendrá

un valor de verdad, de�nido del modo usual, haciendo que las variables tomen valores en R.

Cuando � (x1; : : : ; xn) es una fórmula (con variables libre x1; : : : ; xn) sólo se podrá obtener un

valor de verdad para � (a1; : : : ; an) reemplazando las variables x1; : : : ; xn, por a1; : : : ; an 2 R
. Dada una fórmula �, con n variables libres, ésta de�ne un subconjunto de Rn, es decir, el

conjunto

A� = fa j � (a1; : : : ; an) es cierta en Rg : (2.2)

De�nición 2.1.1 Un subconjunto de�nido por (2.2), donde � es una fórmula (respectivamente
fórmula existencial, positivo-existencial, diofantina) sobre R se llama conjunto de�nible (re-

spectivamente existencial, positivo-existencial, diofantino).

A continuación mostraremos que bajo ciertas hipótesis sobre el anillo R, la clase de los

conjuntos positivo-existenciales coincide con la clase de los conjuntos diofantinos sobre R.

Proposición 2.1.1 Sea R un anillo par el que existen polinomios f (x; y) ; g (x; y) 2 R [x; y]

tales que para a; b 2 R se cumple que

f (a; b) = 0, a = 0 ^ b = 0; (2.3)

g (a; b) = 0, a = 0 _ b = 0: (2.4)
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Si el lenguaje tiene su�cientes símbolos para elementos que puedan expresar a los coe�cientes

de f y g como combinaciones de estos, entonces la colección de conjuntos positivo-existenciales

coincide con la colección de conjuntos diofantinos sobre R.

Prueba. La contención interesante es mostrar que los conjuntos positivo-existenciales son
diofantinos. Dada una fórmula positivo-existencial, la transformamos inductivamente en una

fórmula diofantina, de�niendo el mismo conjunto, repitiendo las siguientes operaciones: a)

(p = 0) ^ (q = 0) lo reeplazamos por f (p; q) = 0;
b) (p = 0) _ (q = 0) lo reemplazamos por g (p; q). De este modo se obtiene la proposición.

Cuando R es un dominio se puede construir un polinomio, con la propiedad 2.4 de manera

trivial: g (x; y) = xy.

Ahora, veamos que si el campo de funciones de R no es algebraicamente cerrado, podemos

construir un polinomio con la propiedad 2.3. En efecto, sea f (x) 2 K (R) [x] un polinomio que
no tenga raíces en K (R). Después de multiplicar por un factor adecuado podemos suponer que

f (x) 2 R [x]. Sea h (x; y) = ydf

�
x

y

�
, la homogenización de f (donde d es el grado de f). Es

un ejercicio elemental probar que para cada a; b 2 R se tiene que h (a; b) = 0, a = 0 ^ b = 0:
Por otra lado, las fórmulas de primer orden son reconocibles o codi�cables por una máquina

registradora (o máquina de Turing), lo cual le da sentido a la siguiente de�nición.

De�nición 2.1.2 La teoría de primer orden o teoría, (respectivamente teoría existencial, positivo-
existencial, diofantina) en el lenguaje de anillos (posiblemente con �nitos símbolos adicionales

para constantes) es el conjunto de sentencias de primer orden (respectivamente sentencias exis-

tenciales, positivo-existenciales, diofantinas) que son verdaderas cuando las variables se mueven

en R. La teoría (respectivamente teoría existencial, positivo-existencial, diofantina) es decidi-

ble o soluble si existe una máquina de Turing que toma como entrada una sentencia de primer

orden (respectivamente teoría existencial, positivo-existencial, diofantina) y decide si pertenece

o no a la teoría (respectivamente teoría existencial, positivo-existencial, diofantina).

Es importante notar que cuando el lenguaje contiene símbolos adicionales para elementos

destacados del anillo, (por ejemplo, un símbolo adicional "t") es necesario que haya una cod-

i�cación �ja del anillo generado por 0; 1 y los símbolos que se agregaron (que actuarán como

indeterminadas) para que la máquina de Turing pueda reconocer las sentencias de primer orden.

Éste es básicamente un problema técnico que puede resolverse introduciendo la noción de anillo

recursivo.

Un anillo conmutativo con unidad R es recursivo si existe una biyección � : N! R tal que
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las funciones

S : N� N! N : (n;m)! ��1 [� (n) + � (m)] ;

M : N� N! N : (n;m)! ��1 [� (n) � � (m)] ;

son recursivas. La función � se puede interpretar como la codi�cación o indexación del anillo R

en el universo de las máquinas de Turing, y la recursividad de las funciones S yM signi�can que

si se tiene los códigos e índices de los elementos an; am 2 R, entonces se pueden computar los
índices de an+am y an �am. Notemos que los codigos de los elementos 0 y 1 se pueden averiguar
de manera efectiva ya que son los unicos números naturales a0 y a1 tales que S (a0; a0) = a0 y

M (a1; a1) = a1; respectivamente.

Esta noción permite extender de�niciones de la lógica a subconjuntos de Rn, como por

ejemplo, la noción de listabilidad. Es decir, un conjunto F � Rn es listable si el conjunto

F � Nn, de�nido como

(k1; : : : ; kn) 2 F , (9x1; : : : ; xn 2 R) [(x1; : : : ; xm) 2 F ^ xi = � (ki)] ;

es listable.

Es un ejercicio elemental, aunque algo engorroso, demostrar que el anillo Z [t] es un anillo
recursivo. De hecho, es posible mostrar que si R es recursivo entonces R [t] lo es. Anillos del tipo

Z [t1; : : : ; tn] son los que aparecen naturalmente como coe�cientes de las ecuaciones diofantinas
cuando agregramos �nitos elementos t1; : : : ; tn al lenguaje de anillos. Los hechos anteriores

se dejan como ejercicios al lector, ya que su demostración formal tomaría varias paginas y no

tendría ninguna trascendencia para el trabajo que estamos realizando. Es importante notar

que si R es un anillo recursivo (con una indexación � �ja) y se de�ne sobre él otra indexación

 , entonces siempre se puede construir una máquina de Turing que decodi�que una indexación

en la otra.

Ahora, pasamos a de�nir el décimo problema de Hilbert sobre un anillo conmutativo con

unidad R.

De�nición 2.1.3 Sea R un anillo conmutativo con unidad.

1) El décimo problema de Hilbert sobre R (H10 (R)) pide encontrar un algoritmo con entrada
y salida de la siguiente manera:

Entrada: f 2 Z [x1; : : : ; xn]
Salida: "sí" o "no", dependiendo de si se cumple que exista un n-tupla (t1; : : : ; tn) 2 Rn tal

que f (t1; : : : ; tn) = 0. (existe un único homomor�smo de anillos h : Z ! R que le da sentido

a evaluar a f en elementos de R).

2) Si S � R, entonces el décimo problema de Hilbert sobre R, con coe�cientes en S
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(H10S (R)) es el mismo que en 1, con la única diferencia que los coe�cientes de f están en S

en lugar de estar en Z: Aquí suponemos que una codi�cación para S ha sido especi�cada.

Es importante resaltar que debido a la existencia de máquinas de TuringM� para codi�car

una indexación � en otra  y viceversa, el décimo problea de Hilbert sobre R con coe�cientes

en S está bien de�nido, ya que si existe una máquina de Turing M� para resolver H10S (R)

con respecto a �; entonces la maquina de Turing M �M�M� (esto signi�ca la máquina M� ,

seguida de M� y seguida de M �) resuelve H10S (R) con respecto a  . Es decir, si se nos

diera una ecuación codi�cada por  , entonces la traducimos a la codi�cación �, decidimos si es

soluble o no y luego traducimos de nuevo la respuesta al código  . Por simetría tenemos que

H10S (R) es soluble con respecto a � si y sólo si es soluble con respecto a  .

Para terminar esta sección enunciaremos algunos resultados clásicos que serán de mucha

utilidad a lo largo de este capítulo.

Las teorías sobre N y Z (denotadas por T (N) y T (Z) ; respectivamente) son indecidibles
(Gödel, Church, Rosser, 1930-40). De hecho, estos resultados son implicados por la insolubilidad

de H10 (N) y H10 (Z) ya que ni siquiera existe un algoritmo para decidir sobre sentencias
diofantinas. En su tesis doctoral Julia Robinson demostró, entre otras cosas, que Z era de�nible
en Q. Su demostración se basa en la aritmética de las formas cuadráticas en 3 variables.

Ahora, supongamos que � (x) es una fórmula que de�ne a Z en Q. Entonces, si la teoría T (Q)
fuera soluble, la teoría T (Z) lo sería ya que dada una sentencia  (con variables x1; : : : ; xn),
tendríamos que  es cierta en Z, si y sólo si,  ^ � (x1) ; : : : ; � (xn) es cierta en Q. Así,

dicho algoritmo decidiría sobre sentencias en Z. Cuando al referirnos a una teoría T (R) no
mencionemos el lenguaje, es porque se sobreentendrá que éste es (0; 1;+; �).

2.2 Rudimentos sobre curvas elípticas

En la sección siguiente veremos como se pueden usar algunos hechos básicos de la teoría de las

curvas elípticas para probar insolubilidad de teorías lógicas. Para hacer este trabajo autocon-

tenido, daremos una explicación de las nociones y propiedades más elementales de las curvas

elípticas que se usarán más adelante. Se recomienda al lector la consulta de cualquiera de los

libros clásicos [25] y [26].

De�nición 2.2.1 Una curva elíptica sobre Q es una curva en R2 de�nida por

E =
�
(x; y) 2 R2 j y2 = ax3 + bx2 + cx+ d

	
;

donde a; b; c; d 2 Q y la ecuación cúbica ax3+bx2+cx+d = 0 no tiene raíces múltiples. Además
de�nimos

E (Q) =
�
(r; s) 2 Q2 j s2 = ar3 + br2 + cr + d

	
[ f1g :
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P   Qã

Figura 2-1: P �Q

Aquí, 1 es un símbolo que representa el "punto en el in�nito".

Es posible de�nir una operación binaria � que dota a E (Q) de estructura de grupo abeliano,
de la siguiente manera: 1 es por de�niciónel elmento neutro del grupo. Si P;Q 2 E (Q) ; P 6=
1; Q 6=1; P 6= Q y R (x; y) es el tercer punto de intersección de la curva elíptica con la línea

l que une a P con Q. De�nimos P �Q = (x;�y). Ver Figura 2-1. Si P = Q;P 6=1; Q 6=1,
entonces se puede probar (usando el hecho de que la cúbica tiene todas sus raíces distintas) que

la recta tangente a la curva elíptica en el P corta a la curva elíptica en exactamente otro punto

R (x; y) ; luego de�nimos 2P = P � P = (x;�y).
La operación � es algebraica, es decir, las coordenadas de P �Q vienen dadas por funciones

racionales (con coe�cientes en Q) en las coordenadas de P y Q. Las fórmulas explícitas se

pueden consultar en [26]. Usando dichas fórmulas se prueba que la operación � es conmutativa
y asociativa, así que (E (Q) ;�) es un grupo abeliano. Notemos que si F � C es un campo,
podemos considerar las soluciones a la ecuación cúbica que de�ne a la curva E con coordenadas

en F , E (F ). De lo anterior se sigue que la operación � viene dada por funciones racionales
con coe�cientes en Q (F ) en las componentes de los puntos. En consecuencia

E (F ) =
�
(r; s) 2 F 2 j s2 = ar3 + br2 + cr + d

	
[ f1g ;

es, del mismo modo, un grupo abeliano. En particular, E (R) lo es. Por ejemplo, para la curva

E0 =
�
(x; y) 2 R2 j y2 = x3 � 4

	
;
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la operación � viene dada de la siguiente manera: si P = (x1; y1) ; Q = (x2; y2) pertenecen a la
curva E0, entonces

2P =

�
1

4y21

�
4x41 + 32x1

�
;
1

8y31

�
x61 � 80x31 � 128

��
y si x1 6= x2,

P �Q =
 �

y2 � y1
x2 � x1

�2
� x1 � x2;

�
y2 � y1
x2 � x1

�
x3 +

y2x1 � y1x2
x2 � x1

!
:

El punto (2; 2) 2 E (Q). Calculando con las fórmulas tenemos que

2P = (5;�11) ; 3P =
�
106

9
;
1090

27

�
;�P = (2;�2)

y �2P = (5; 11) (Fermat logró demostrar que las únicas soluciones enteras son (2;�2) y
(5;�11)).

2.3 La teoría sobre Q (t)

En esta sección mostraremos una aplicación de las curvas elípticas al problema de probar la

insolubilidad de la teoría T (Q (t)), dondeQ (t) es el campo de fracciones del anillo de polinomios,
en la variable t, con coe�cientes en Q;Q [t]. Esta aplicación fue descubierto por primera vez por
Rafael Robinson. La curva elíptica que usaremos será E0, que de�nimos en la sección anterior.

Primero demostremos varios lemas sobre esta curva.

Lema 2.3.1 E0 (Q) es un subconjunto in�nito y denso en E0 (R).

Prueba. Sea r 2 Q; r = m

n
; (m;n) = 1. Entonces de�nimos el tamaño de r; t (r) como:

t (0) = 1 y t (r) = max fjmj ; jnjg :

Si P 2 E (Q), entonces de�nimos t (P ) = t (x), donde P = (x; y) y t (1) = 0. Vamos a

mostrar que para ciertos puntos P el tamaño de 2P es mucho mayor que el tamaño de P .

Supongamos que P =
�m
n
; y
�
con m;n 2 Z; (m;n) = 1. Así, la primera coordenada de 2P

es

�
m3 + 32n3

�
m

4n (m3 � 4n3) . Supongamos además, que elegimos a P de tal modo que m es impar.

Luego, es claro que
�
4n;
�
m3 + 32n3

�
m
�
= 1, lo cual implica que cualquier cancelación entre

el numerador y el denominador de la primera coordenada de 2P no afecta al factor 4n. Por lo

tanto, t (2P ) � 4 jnj y el numerador de la primera coordenada de 2P sigue siendo par. Así, por
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una inducción trivial obtenemos

t
�
2kP

�
� 4k; k = 1; 2; : : : ;

lo cual implica inmediatamente que la sucesión P; 2P; : : : ; tiene in�nitos puntos. Sólo falta elegir

a P , de�námoslo como P = (5; 11). De este modo, no sólo hemos probado que E (Q) es in�nito,
si no también que el grupo generado por el punto �P = (2; 2) es isomorfo a Z. Por otra parte,
un resultado que no probaremos aquí, (y que pertenece a un primer curso de curvas elípticas)

es el hecho de que el grupo abeliano E (Q) es topológicamente isomorfo al grupo R=Z. Donde al
punto en el in�nito 1 le corresponde 0 2 R=Z. De este modo, al elemento (2; 2) le corresponde
un número irracional �, ya que de corresponderle un número racional

m

n
; (m;n) = 1, la clase de

este número en R=Z tendría orden n
�
n:
m

n
= m = 0 2 R=Z

�
lo cual es absurdo dado que (2; 2)

no tiene orden in�nito. Ahora, es un hecho general que si x es un número irracional, entonces

el conjunto

A = fm�+ n j m;n 2 Zg

es denso en R. En efecto, es su�ciente probar, dado que A es un grupo, que para cada " > 0,

existe un � 2 A, tal que 0 < � < ". Sea " > 0 �jo. Tomemos un 
 2 A, de tal manera que
0 < 
 < 1 ( 
 podria ser �� b�c ) . Luego, existe un único n0 2 N tal que

1

n0 + 1
< 
 <

1

n0
: (2.5)

Así, multiplicando por �n0 y sumando 1 en 2.5, obtenemos

0 < 1� n0
 <
1

n0 + 1
;

y de este modo obtenemos un número 1 � n0
 2 A estrictamente menor que
1

n0 + 1
, luego

haciendo 
0 = 1 � n0
 y aplicando el procedimiento anterior a 
0, construimos un 
2 2 A y

un n1 > n0; n1 2 N, tales que 
2 <
1

n1 + 1
. Procediendo de manera inductiva construimos una

sucesión (
n)n2N ; 
n 2 A; 
n > 0; la cual tiende a cero cuando n tiende a in�nito. Lo anterior
implica que existe m 2 N tal que 0 < 
m < ", y por lo tanto, A es denso en R. De esto se
deduce inmediatamente que h�i = A es denso en R=Z. Así, h(2; 2)i es denso en E (R), y como
h(2; 2)i � E (Q), obtenemos la segunda parte del lema.

La prueba del siguiente lema es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Lema 2.3.2 Sea K un campo de característica cero y � 6= 0 en K. Entonces se cumple los

siguiente:
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i) Si a; b 2 K satisfacen la ecuación a3 + b3 = �, entonces x =
12�

a+ b
; y = 36�

�
a� b
a+ b

�
satisfacen la ecuación y2 = x3 � 2433�2.

ii) Si x; y 2 K satisfacen la ecuación y2 = x3� 2433�2, entonces a = 36�+ y

6x
; b =

36�� y
6x

satisfacen la ecuación a3 + b3 = �.

En lenguaje geométrico, el lema 2.3.2 está a�rmando que las curvas a3 + b3 = � y y2 =

x3 � 2433�2 son biracionalmente equivalentes.

Lema 2.3.3 Sea K un campo de característica cero y � 6= 0 en K. Si f; g 2 K (t) satisfacen
f2 + g2 = �, entonces f; g 2 K.

Prueba. Sean f; g 2 K (t) tales que f3 + g3 = �. Entonces, multiplicando por un factor

adecuado y cancelando factores iguales en la ecuación anterior, sabemos que existen polinomios

p; q; r 2 K [t], primos entre si, de grados dp; dq; dr, respectivamente, tales que

p3 + q3 � �r3 = 0: (2.6)

Derivando formalmente esta ecuación obtenemos

p0p2 + q0q2 � �r0r2 = 0: (2.7)

Ahora, considerando las ecuaciones como un sistema líneal homogéneo

"
p q ��r
p0 q0 ��r0

#264 p2

q2

r2

375 = 0;
obtenemos que p2 divide a qr0 � rq0, q2 divide a rp0 � pr0 y r2 divide a pq0 � qp0. Además,
si qr0 � rq0 = 0, por ejemplo, entonces dado r y q coprimos se tendría que qjq0 y rjr0, luego
q; r 2 K, y por lo tanto, p 2 K. Así, qr0 � rq0 6= 0, y análogamente rp0 � pr0 y pq0 � qp0 son
nulos. De lo anterior, comparando grados, obtenemos que si alguno de los polinomios p; q o r

fuera no constante, se tendría que

2dp � dq + dr � 1;

2dq � dp + dr � 1;

2dr � dp + dq � 1;

Sumando estas tres desigualdades obtendríamos que

2 (dq + dq + dr) � 2 (dp + dq + dr)� 3;
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lo cual es absurdo. Así, r; p; q 2 K; de lo que concluimos la validez el lema.

Lema 2.3.4 Si f; g 2 R (t), satisfacen f2 = g3 � 4, entonces f; g 2 R.

Prueba. Sea � =
1

6
p
3
, es decir, 4 = 2433�2. Aplicando el lema 2.3.3 y la segunda parte

del lema 2.3.2, obtenemos que a; b 2 R, donde

a =
36�+ f

6g
; b =

36�� f
6g

;

pero

a =
36�� f
6g

+
2f

6g
= b+

2f

6g
;

luego
f

g
= 3 (a� b) es un constante distinta de cero, ya que a � b = 0 implica que f = 0 y

g = 3
p
4; y en ese caso se cumple el lema.

De lo anterior tenemos que existe un r 2 R tal que f = rg. Sea g =
h

s
, donde h; s 2 R [t],con

h y s son coprimos. Así, de la ecuación original tenemos que r2sh2 = h3 � 4s3, de lo cual
concluimos que s divide a h y h divide a s. Esto, junto con la coprimalidad de h y s signi�ca

que s; h 2 R, y por lo tanto, f; g 2 R.
A continuación enunciaresmos un corolario trivial del lema 2.3.4 que usaremos posterior-

mente en la prueba de la insolubilidad de teoría T (Q (t)).

Corolario 2.3.5 Si f; g 2 Q (t), satisfacen f2 = g3 � 4, entonces f; g 2 Q.

Teorema 2.3.6 La teoría T (Q (t)) es insoluble.

Prueba. Dado que la teoría T (Q) es insoluble, es su�ciente demostrar que Q es de�nible

en Q (t). Primero notemos que el teorema de Lagrange se extiende trivialmente a números
racionales no negativos, es decir, si q 2 Q+, entonces existen q1; q2; q3; q4 2 Q tales que q =

q21 + q
2
2 + q

2
3 + q

2
4.

Para x; y 2 Q (t) de�nimos

x � y , (9w1; w2; w3; w4)
�
x� y = w21 + w

2
2 + w

2
3 + w

2
4

�
:

Observemos que si x; y 2 Q, entonces x � y coincide con el orden de Q. También de�nimos
ord (y) para y 2 Q (t) como

ord (y), (9x 2 Q (t))
�
y2 = x3 � 4

�
:

Por el corolario 2.3.5, sabemos que si ord (y) es cierto, entonces y 2 Q. Por otra parte, del
lema 2.3.1 tenemos que el conjunto fy 2 Q=ord (y) es ciertog es denso en Q. Por último, para

40



r 2 Q (t) de�nimos
con (r), 8y (ord (y), (r � y) _ (y � r)) :

Veamos que cor (r) es cierta, si y sólo si, r 2 Q. Sea r 2 Q. Entonces, en virtud de ord (y) )
y 2 Q, tenemos que con (r) es verdadera. Recíprocamente, supongamos por el absurdo que
con (r) es cierta para algún r 2 Q (t)rQ. Sabemos, por el teorema del valor intermedio que la
imagen de la función no constante r contiene un intervalo de la forma (a; b), de modo que para

cualquier número racional q 2 (a; b) ; r � q y q � r son falsas, debido a que las funciones no

constantes r� q y q� r toman valores negativos. Ahora, por la densidad de ord en Q; podemos
elegir s 2 Q \ (a; b) tal que ord (s) es cierta, lo cual implica que con(r) no es cierta.

De lo anterior concluimos que Q es de�nible aritméticamente dentro de Q (t) y así la teoría
T (Q (t)) es insoluble.

La idea de la demostración es bastante simple y elegante: el grupo E (Q (t)) es igual a
E (Q). Las segundas coordenadas de los puntos de la curva de�nen un subconjunto denso de
Q. Y si una función racional es comparable con cada uno de estos números, entonces debe ser
constante.

T. Pheidas [17] ha logrado demostrar que F (t) tiene teoría insoluble si F es un campo de

característica mayor o igual que 5. Su demostración usa curvas elípticas, pero en este caso, la

herramienta útil es el grupo de endomor�smos de la curva.

2.4 La teoría diofantina de K
�
t; t�1

�
En esta sección mejoraremos el resultado obtenido por Pheidas en [18] acerca de la insolubilidad

de la teoría existencial sobre F
�
t; t�1

�
y probraremos que la teoría diofantina es indecidible,

es decir que H10Z[t]
�
F
�
t; t�1

��
es insoluble. Aquí F es un campo de característica cero y

F
�
t; t�1

�
es el anillo de polinomios en las variables t y t�1, con coe�cientes en K. Antes de

esto, probaremos varios lemas.

Lema 2.4.1 Para x 2 F
�
t; t�1

�
, x es una potencia de t; x = tn; con n 2 Z, si y sólo si, x

dividide a 1 y t� 1 divide a x� 1 en F
�
t; t�1

�
.

Prueba. Primero notemos el siguiente hecho elemental que será usando implícitamente en
las demostraciones de los lemas de esta sección: sean y; z 2 F

�
t; t�1

�
tales que su producto yz

es un monomio, es decir un polinomio de la forma �tm; con � 2 F y m 2 Z, entonces y y z son
también monomios. La prueba de este hecho es sencilla (de hecho es su�ciente con que K sea

un dominio) y se deja como ejercicio al lector interesado.

Supongamos que x = tn, para algún n 2 Z, luego xt�n = 1, así xj1, además si n > 0 se

tiene que

t� 1jx� 1 = tn � 1 = (t� 1)
�
t�n�1 + � � �+ 1

�
;
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y si n < 0; entonces

x� 1 =
�
t�1
��n � 1 = �t�1 � 1� �t�n�1 + � � �+ 1� = � (t� 1) t�1 �t�n�1 + � � �+ 1� ;

así t�1jx�1. Recíprocamente, supongamos que xj1 y t�1jx�1, luego existen f
�
t; t�1

�
; g
�
t; t�1

�
2

K
�
t; t�1

�
tales que

1 = xf
�
t; t�1

�
y x� 1 = (t� 1) g

�
t; t�1

�
:

La primera condición implia que x = �tn; para algún � 6= 0 en F y algún m 2 Z. Ahora, de
la segunda condición tenemos que x = (t� 1) g

�
t; t�1

�
+ 1, por lo tanto, si evaluamos t = 1,

obtenemos que x
�
t; t�1

�
= 1, así � = 1 y x = tm, como se quería.

Lema 2.4.2 Para cada n 2 Z, tenemos

tn � 1
t� 1 � nmod(t� 1): (2.8)

Prueba. Notemos que para n > 0

tn � 1
t� 1 = tn�1 + � � �+ t+ 1 =

�
tn�1 � 1

�
+ � � �+ (t� 1) + n = (t� 1)h (t) + n;

así (2.8) se cumple. Para n < 0, tenemos

tn � 1
t� 1 =

tn (1� t�n)
t� 1 = tn

�
t�n�1 + � � �+ t+ 1

�
= t�1 + t�2 + � � �+ tn

=
�
t�1 � 1

�
+
�
t�2 � 1

�
+ � � �+ (tn � 1) + n

= �t�1 (t� 1)� t2
�
t2 � 1

�
� � � � � tn (tn � 1) + n = r

�
t; t�1

�
(t� 1) + n;

luego, (2.8) también se cumple.

Finalmente el caso n = 0 se cumple trivialmente.

Lema 2.4.3 Supongamos que la característica de F es cero. Entonces para n 2 F
�
t; t�1

�
, n

es un entero no nulo, si y sólo si, nj1; n � 1j1 ó n + 1j1, y existe una potencia x de t, tal que
x� 1
t� 1 � nmod(t� 1):

Prueba. Supongamos que n es un entero no nulo en F
�
t; t�1

�
, entonces obviamente n� 1

ó n + 1 es también un entero no nulo, ya que la característica de F es cero. Así, nj1 y
n� 1j1 ó n+ 1j1. Además, para x = tn tenemos que

x� 1
t� 1 � n (mod t� 1), por el lema 2.4.2.

Recíprocamente, supongamos que n 2 F
�
t; t�1

�
cumple dichas propiedades. Así, en virtud de

que nj1, tenemos que n = mts, para algún m 2 F y s 2 Z. Supongamos que n � 1j1(el otro
caso se demuestra de manera analoga), luego mts� 1j1; por lo tanto, el polinomio mts� 1 debe
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ser un monomio, lo cual implica que s = 0, es decir, n es una constante. Finalmente, sabemos

que existe n0 2 Z r f0g tal que

tn0 � 1
t� 1 � n (mod t� 1) ;

y, por el lema 2.4.2, tenemos
tn0 � 1
t� 1 � n0 (mod t� 1) ;

de este modo n � n0 (mod t� 1). Así, existe un polinomio k
�
t; t�1

�
tal que n � n0 =

(t� 1) k
�
t; t�1

�
. Al evaluar t = 1 obtenemos n = n0 y por tanto n 2 Z r f0g.

Lema 2.4.4 Sobre F
�
t; t�1

�
los conjuntos positivo-existenciales coinciden con los conjuntos

diofantinos en el lenguaje (+; �; 0; 1; t).

Prueba. En virtud de la proposición 2.1.1, es su�ciente encontrar polinomios f y g en
Z [t] [x; y] que satisfagan (2.3) y (2.4), respectivamente.

Como F
�
t; t�1

�
es un dominio, el polinomio g (x; y) = xy cumple (2.4). Además, el poli-

nomio h (x) = x2 � t 2 Z [t] [x; y], no tiene raíces en el campo de fracciones de F
�
t; t�1

�
,

F
�
t; t�1

�
. En efecto, si x0 =

P
�
t; t�1

�
Q (t; t�1)

fuera raiz de h, entonces P 2
�
t; t�1

�
= tQ2

�
t; t�1

�
lo

cual es absurdo ya que el grado del lado izquierdo es un entero par y el grado del lado derecho

es un entero impar. De este modo, como ya habíamos visto, el polinomio f (x; y) = y2h

�
x

y

�
satisface (2.3) y así, probamos nuestro lema.

Teorema 2.4.5 Sea F un campo de característica cero. Entonces la teoría diofantina sobre

F
�
t; t�1

�
en el lenguaje (+; �; 0; 1; t) es indecidible. O, en forma equivalente, H10Z[t]

�
F
�
t; t�1

��
es insoluble.

Prueba. Por los lemas 2.4.1 y 2.4.4, podemos expresar el hecho de que x sea una potencia
de t por una fórmula existencial de la siguiente forma:

� (x) � (9w; v) (x 6= 0 ^ 1 = xw ^ x� 1 = (t� 1) v) ;

de hecho � (x) puede tomarse de la siguiente forma

� (x) � (9w; v) (1 = xw ^ x� 1 = (t� 1) v) ;

donde, en virtud del lema 2.4.4, � (x) puede suponerse como una fórmula diofantina sobre

F
�
t; t�1

�
. Por el lema 2.4.3, el hecho de que un número n en F

�
t; t�1

�
sea entero puede
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expresarse por medio de la siguiente fórmula:

 (n) � (9x; y; z; w) (n = 0 _ (� (x) ^ x+ 1 = (t� 1)n+ y (n� 1)2

^nz = 1 ^ ((n+ 1)w = 1 _ (n� 1)w = 1));

de nuevo, en virtud del lema 1.29,  (n) puede tomarse como una fórmula diofantina. Supong-

amos, por contradicción, que H10Z[t]
�
F
�
t; t�1

��
es soluble. Entonces, para una ecuación dio-

fantina P (x1; : : : ; xn) = 0 tendríamos que

(9x1; : : : ; xn 2 Z) [P (x1; : : : ; xn) = 0] ;

si y sólo si,

�
9x1; : : : ; xn 2 F

�
t; t�1

��
(P (x1; : : : ; xn) = 0 ^  (x1) ^ : : : ^  (xn)) : (2.9)

Pero la sentencia (2.9) puede tomarse diofantina y de este modo podríamos decidir H10 (Z) ;
lo cual es absurdo.

2.5 La teoría diofantina sobre anillos cuadráticos reales

Una anillo cuadrático real A (D) es el anillo de enteros del campo Q
�p

D
�
, es decir, el conjunto

de elementos de Q
�p

D
�
que satisfacen un polinomio mónico con coe�cientes en Z. Además,

D > 1 es un número natural libre de cuadrados, lo que signi�ca que ningún cuadrado perfecto,

no trivial, lo divide, o en forma equivalente D tiene la forma D = P1:P2 : : : Pn, donde los Pi
son primos distintos. La razón por la cual se consideran números libres de cuadrados y no

simplemente números naturales que no son cuadrados es el siguiente hecho elemental: todo

número natural se puede expresar de manera única como el producto de un cuadrado perfecto

y un número libre de cuadrados. Es decir, si D = a2D1, con D1 libre de cuadrados, entonces la

información aritmética interesante del anillo A (D) la contiene el anillo A (D1), ya que
p
D es

simplemente un múltiplo entero de
p
D1. Recordemos que si � = a + b

p
D entonces la norma

de � se de�ne como N (�) = ��; donde � = a� b
p
D denota el conjugado de �: Es obvio que

A (D) � R; así, los polinomios f (x; y) = x2 + y2 y g (x; y) = xy satisfacen las hipótesis de

la proposición 2.1.1 y tenemos que la colección de los conjuntos positivo-existenciales coincide

con la colección de los conjuntos diofantinos sobre A (D). En esta sección mostraremos que

H10 (A (D)) es insoluble o, lo que es equivalente, que la teoría positivo-existencial sobre A (D)

es indecidible. Para esto, mostraremos que N es un subconjunto diofantino de A (D), y de este
modo la insolubilidad de H10 (N) implicará automáticamente la de H10 (A (D)) :

Similarmente haremos uso de la ecuación de Pell y de nuevo supondremos soluciones no
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triviales para x2 � Fy2 = 1; donde F es un número natural que no es un cuadrado perfecto.

A continuación probaremos un último lema sobre la ecuación de Pell. Para recordar la

notación se sugiere al lector ver la Sección 3 del Capítulo 1.

Lema 2.5.1 Sean A;n; j 2 N, con A > 1. Entonces

YA (nj)
2 � YA (n)2 j2

�
modYA (n)

4
�
:

Prueba. En virtud de (1.33) tenemos que

YA (nj)

YA (n)
� jXA (n)

j�1
�
modYA (n)

2
�
:

Elevando al cuadrado obtenemos

YA (nj)
2

YA (n)
2 � j

2XA (n)
2j�2

�
modYA (n)

2
�
:

Ahora, XA (n) � 1mod(YA (n)2), lo cual implica que

YA (nj)
2

YA (n)
2 � j

2
�
modYA (n)

2
�

de donde se concluye inmediatamente el lema.

Lema 2.5.2 Sea A (D) un anillo cuadrático real. Sea (A;B) una solución no trivial (B 6= 0) de
la ecuación de Pell A2�DB2 = 1 y E = A2� 1. Si para x; y 2 A (D) se cumple x2�Ey2 = 1;
entonces y2 2 N.

Prueba. Obviamente A > 1 y E = B2D. Adicionalmente,�
x�B

p
Dy
��

x+B
p
Dy
�
= 1:

Por lo tanto, x+B
p
Dy es una unidad en A (D). Sea v = x+B

p
Dy, luego v�1 = v = x�B

p
Dy.

Ahora,

v2 � 2vv�1 +
�
v�1
�2
=
�
v �

�
v�1
�2�

=
�
2B
p
Dy
�2
= 4B2Dy2;

y en consecuencia 4B2Dy2 + 2 = v2 + v2: Pero para cada h 2 A (D), se cumple que h + h 2
Q \ A (D) : Por lo tanto, 4B2Dy2 + 2 2 Q y de este modo y2 2 Q. Finalmente, dado que los
únicos números racionales que pertenecen a A (D) son los números enteros (si � 2 Q satisface

un polinomio mónico en Z [t], entonces � 2 Z) y y2 2 A (D), concluimos que y2 2 Z. Más aún,
y2 2 N.
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Lema 2.5.3 Sea D > 1; x; y; z 2 A (D) : Si x � y (mod z) con 0 � x < z; 0 � x < z; 0 � y <

z; 0 � y < z entonces x = y.

Prueba. Supongamos que x 6= y, entonces x� y = zw; con w 6= 0: Así que

jx� yj jx� yj = jzzj jN (w)j :

Pero jN (w)j � 1; y de este modo

jx� yj jx� yj � jzzj ;

lo cual es absurdo, ya que por hipótesis se tiene que

jx� yj jx� yj � (max fx; ; yg) : (max fx; yg) < zz = jzzj :

Lema 2.5.4 Sea A (D) un anillo cuadrático real y sea E como en la hipótesis del lema 2.5.2.

Denotemos por � al siguiente sistema de ecuaciones diofantinas en las variables x; y; u; v; z; w; h; q; r; s:

x2 � Ey2 = 1 (2.10)

u2 � Ev2 = 1 (2.11)

v2 � y2t = zy4 (2.12)

t = w2 (2.13)

y2 � t = 1 + h2 + q2 + r2 + s2 (2.14)

Entonces:

a) Si el sistema � tiene una solución (t; x; : : : ; s) en A (D) se cumple que t 2 Z.
b) Si k 2 N; k 6= 0; el sistema � tiene una solución (t; x; : : : ; s) con t = n2.

Prueba. a) Supongamos que (t; x; : : : ; s) es una solución de �. De (2.10) y (2.11) y el

lema 2.5.2 se sigue que y2 2 N; v2 2 N: Notemos que y 6= 0; ya que si y = 0; de (2.13) se

seguiría que t � 0 y de (2.14) que t < 0; lo cual es absurdo. Ahora, de (2.12) concluimos que
v2

y2
� t

�
mod y2

�
. Tomando conjugados

v2

y2
� t

�
mod y2

�
, luego t � t

�
mod y2

�
, por (2.13) y

(2.14) 0 � t � y2: Finalmente, usando el lema 2.5.3, t = t; por lo tanto t 2 Q \A (D) = Z.
b) Supongamos que t = k2; con k 2 N: Sabemos que E = A2 � 1; sea n 2 N tal que
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YA (n) > k: De�namos

x = XA (n) ; y = YA (n) ; u = x = XA (nk) ; v = YA (nk) ; w = k:

Claramente, (2.10) y (2.11) se cumplen. Por el lema 2.5.1 podemos escoger z tal que (2.12) se

cumpla. Obviamente (2.13) se satisface. Finalmente, y2 � k2 > 0; o sea, y2 � k2 � 1 � 0; y por
el teorema de Lagrange podemos satisfacer (2.14).

Teorema 2.5.5 El décimo problema de Hilbert sobre A (D) es insoluble.

Prueba. Denotemos por  (ti) a la siguiente sentencia diofantina con única variable libre
ti

(9x; y; z; u; v; w; h; q; r; s) (� (ti)) ;

donde � (ti) denota el sistema � reemplazando t por ti. Entonces, en virtud del lema 2.5.3 y

del teorema de Lagrange, para n 2 A (D) ; n es un número natural, si y sólo si,

(9t1; t2; t3; t4)
�
� (t1) ^ � (t2) ^ � (t3) ^ � (t4) ^ n = t21 + t

2
2 + t

2
3 + t

2
4

�
:

Así, el conjunto de los números naturales de diofanitno en A (D), luego si H10 (A (D)) fuera

decidible, H10 (N) lo sería, lo cual es absurdo. De donde concluimos nuestro teorema.
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Capítulo 3

EL DÉCIMO PROBLEMA DE HILBERT
PARA LOS NÚMEROS RACIONALES

3.1 ¿Qué se conoce?

En este capítulo pretendemos mostrar, a manera de información, y sin dar demostraciones, las

conjeturas y resultados más importantes conocidos hasta la fecha sobre el problema H10 (Q).
El problema de determinar si una ecuación difonatina tiene soluciones en los racionales se

remonta al mismo Diofanto, que no sólo resolvió ecuaciones en los naturales o en los enteros,

sino que también buscó resolverlas en Q. El análisis diofantino se desarrolló del mismo modo
hasta 1900, y por eso resulta curioso que Hilbert no se preguntara por un "método" para re-

solver ecuaciones diofantinas sobre números racionales. Es posible que Hilbert fuera optimista

y pensara que existía un algoritmo para resolver ecuaciones en los números enteros y dicho algo-

ritmo también permitiría resolver ecuaciones sobre los números racionales. En efecto, resolver

una ecuación diofantina D (�1; : : : ; �m) = 0 en números racionales �1; : : : ; �m; es equivalente a

resolver la ecuación

(z + 1)dD

�
x1 � y1
z + 1

; : : : ;
xm � ym
z + 1

�
= 0;

en los números naturales z; x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ym (d el grado de D). Así, en virtud de que

H10 (N) y H10 (Z) son equivalentes, como problemas de decisión, obtendríamos un "método"
para decidir H10 (Q). De este modo, y de manera implícita, Hilbert preguntó en su décimo
problema por un algoritmo de decisión en los números racionales. Sin embargo, como vimos

en el Capítulo 1, tal algoritmo de decisión para N no existe. Este hecho parece no tener

implicaciones directas sobre la decibilidad o indecibilidad de H10 (Q). Más aún, como veremos
más adelante H10 (Q) es equivalente al décimo problema de Hilbert sobre la clase de todas las
ecuaciones diofantinas homogéneas. Éstas forman una subclase muy particular de las ecuaciones

diofantinas y podría existir un algoritmo para decidir sobre ellas.

De otro lado, aunque H10 (Z) es insoluble, es natural preguntarse para qué clases de ecua-
ciones es posible encontrar un algoritmo de decisión. Pensemos por un momento en soluciones

enteras; claramente, si f (x1; : : : ; xn) = 0 tiene soluciones en Zn; las tiene en Rn y para cada en-
teroM > 1 las congruencias f (x1; : : : ; xn) � 0 (modM) tienen solución. Por el Teorema Chino
del Residuo las congruencias módulo M se reducen a congruencias módulo pn para cada primo
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p y cada n � 1. Lo anterior proporciona un criterio útil para mostrar que ciertas ecuaciones no
tienen soluciones enteras. Por ejemplo, la curva elíptica

y2 = z3 + 7; (3.1)

no tiene soluciones en Z (pero sí en R) ya que si (x; y) 2 Z2 es una solución de 3.1, entonces x
no puede ser par debido a que la congruencia

y2 � 7 (mod 8)

no tiene solución (veri�cacion �nitista). Además,

y2 + 1 = x3 + 8 = (x+ 2)
�
x2 � 2x+ 4

�
y como x� 1 es par

x2 � 2x+ 8 = (x� 1)2 + 3 � 3 (mod 4) :

Ahora, como producto de números de la forma 4n + 1 sigue siendo de esta forma, concluimos

que x2 � 2x + 8 tiene un factor primo p; con p � 3 (mod 4) : Por lo tanto, la congruencia

y2 � �1 (mod p) tiene solución, lo cual es un absurdo, ya que �1 sólo es residuo cuadrático
para primos congruentes con uno módulo cuatro (esta solución es de V. Lebesgue). No obstante,

la condición de solubilidad real y las congruencias módulo pn no son su�cientes para garantizar

soluciones enteras, ya que por ejemplo, la ecuación

(2x+ 3) (5x+ 7) = 0 (3.2)

tiene soluciones reales y módulo pn; para cada primo p y n � 1; pero obviamente no las tiene
en Z: La razón por la cual 3.2 tiene soluciones en congruencias es básicamente que para cada
primo p y n � 1; el número pn es primo relativo con 2 ó 5; y de este modo, cualquier número
natural se puede expresar como combinación lineal de pn y 2 ó 5; por lo cual existe un x que

anula a alguno de los 2 factores de (3.2) (dependiendo del primo p que se escoja). Conviene

mencionar, en este punto, que resolver ecuaciones diofantinas en R es algorítmicamente soluble
[27]. Para cada p y n �jos, decidir si f (x1; : : : ; xn) � 0 (mod pn) es en el peor de los casos una
veri�cación �nita. En 1963, Nerode [15] demostró que si �jamos un primo p arbitrario, entonces

existe un algoritmo que para cada ecuación diofantina f (x1; : : : ; xn) = 0; decide si las in�nitas

congruencias

f (xi;1; : : : ; xi;n) � 0
�
mod pi

�
; i = 1; 2; : : :

tienen o no soluciones. Este fue un buen avance pero quedaban in�nitos primos que veri�car.

Sorprendentemente, en 1967 Ax [1] demostró que existe un algoritmo que para cada ecuación,
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decide si hay solución a la congruencia módulo pn; para cada primo p y cada n � 1: La ecuación
3.2 tiene, de manera obvia, soluciones racionales. Se podría intuir que las condiciones de

solubilidad real y de las congruencias, si bien no implican una solución entera podrían implicar

una solución racional. Infortunadamente, esto no es verdad ya que la ecuación

h (x) =
�
x2 � 13

� �
x2 � 17

� �
x2 � 221

�
= 0

tiene soluciones en R y módulo pn; para cada primo p y cada n � 1; pero claramente no tiene
soluciones racionales. A continuación, bosquejaremos la razón por la cual lo anterior es cierto.

Primero, para un primo �jo p; la propiedad multiplicativa del símbolo de Legrende�
a

p

��
b

p

�
=

�
ab

p

�
;

(recordemos que si (a; p) = 1, entonces
�
a

p

�
se de�ne como 1 si a es un residuo cuadrático

módulo p y �1 si a no lo es), muestra que si 13 y 17 no son residuos cuadráticos módulo p;

entonces 17�13 = 221 lo es. Ádemas, trivialmente se veri�ca que
�
13

17

�
=

�
17

13

�
. Así, algunas

de las siguientes congruencias tiene solución:

x2 � 13 � 0 (mod p) ;

x2 � 17 � 0 (mod p) ;

x2 � 221 � 0 (mod p) :

Al �jar una solución a de alguna de las congruencias anteriores y haciendo todas las cuentas,

es posible mostrar que

h0 (a) 6� (mod p) ;

y de este modo, usando la siguiente versión del lema de Hensel, obtenemos el resultado:

Si t 2 Z [x] y a 2 Z satisface f (a) � 0 (mod p) y f 0 (a) 6� 0 (mod p), entonces para cada
n � 1 la congruencia f (x) � 0 (mod pn) tiene una solución an.

En conclusión, por los teoremas de Ax y Tarski, el conjunto de todas las ecuaciones dio-

fantinas que tienen solución real y soluciones módulo M (M > 1) es recursivo. Y el conjunto

de ecuaciones con soluciones enteras es un subconjunto propio de éste. De este modo, aunque

no exista un algoritmo de decisión en los enteros, el algoritmo de Ax-Tarski nos proporciona

información importante en muchos casos sobre la solubilidad de una ecuación en Z o en Q:
Volviendo a H10 (Q), a continuación mostraremos una equivalencia interesante de este prob-

lema, pero antes recordemos que una ecuación diofantina f (x1; : : : ; xn) = 0 es homogénea de

grado m; si todos los monomios que forman a f son de grado m; o equivalentemente si para
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cada � 2 R; se cumple
f (�x1; : : : ; �xn) = �mf (x1; : : : ; xn) : (3.3)

A f se le conoce como una forma de grado m: Claramente, una ecuación homogénea tiene la

solución trivial (0; 0; : : : ; 0) : Llamaremos a una solución (x1; : : : ; xn) no trivial, si algún xi 6= 0:
Además, de (3.3) es claro que una ecuación homogénea tiene soluciones enteras no triviales, si

y sólo si, tiene soluciones racionales no triviales.

Teorema 3.1.1 H10 (Q) es equivalente a decidir si ecuaciones diofantinas homogéneas tienen
o no soluciones no triviales.

Prueba. Primero reduzcamos H10 (Q) al problema sobre formas. Sea P (x1; : : : ; xn) = 0
una ecuación diofantina para la cual deseamos saber si tiene soluciones en Qn:

Sea R (x1; : : : ; xn; u) = udP
�x1
u
; : : : ;

xn
u

�
la homogenización de P; donde n es el grado de

P: De�namos

S (x1; : : : ; xn; r1; : : : ; r4; y) =
nP
i=1

x2i +
4P
i=1

r2 � y2;

T (y; z; u) = y2 � 2z2 � u2:

Notemos que P = 0 tiene soluciones en Qn, si y sólo si, R = 0 tiene soluciones en Zn+1 con
u 6= 0: Sea

D = R4 + S2d + T 2d;

luego, D es una forma de grado 4d en n+ 7 variables con coe�cientes en Z:
De otro lado, por los resultados obtenidos en la Sección 3 del Capítulo 1, sabemos que la

ecuación de Pell

x2 � 2y2 = 1; (3.4)

tiene in�nitas soluciones, ya que (3.4) tiene solución no trivial (3; 2) : De donde concluimos que

(3.4) tiene soluciones con x arbitrariamente grande.

Así, para cualquier número natural a > 0; al multiplicar ambos lados de (3.4) por a2 tenemos

que la ecuación x2 � 2y2 = a2 tiene soluciones con x arbitrariamente grande.

Veamos que P = 0 tiene soluciones en Q, si y sólo si, D = 0 tiene solución no trivial en Zn+7

(o Qn+7). Supongamos que P = 0 tiene soluciones en Qn; entonces R (x1; : : : ; xn; u) = 0 tiene

soluciones con u 6= 0. Ahora, por lo anterior, y2 � az2 = u2 tiene soluciones con y2 >
nP
i=1

x2i ; y

por el teorema de Lagrange, existen r1; : : : ; r4 2 Z; tales que

nP
i=1

x2i � y2 +
nP
i=1

r2i = 0:
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Así, R = 0; T = 0 y S = 0; por lo tanto, la ecuación D = 0 tiene una solución no trivial (y 6= 0).
En la otra dirección, supongamos que

D (x1; : : : ; xn; r1; : : : ; r4; u; y; z) = 0

tiene solución con alguna variable no nula. Si y = 0; dado que T = S = 0, tenemos que

z = u = 0;

r1 = � � � = r4 = x1 = � � � = xn = 0;

lo cual es absurdo. Como y 6= 0 y
p
2 =2 Q; entonces u 6= 0: Así, R = 0 y u 6= 0; por lo tanto

P = 0; tiene soluciones en Qn:
Recíprocamente, sea f (x1; : : : ; xn) = 0 una ecuación diofantina homogénea. Entonces, es

fácil veri�car, utilizando (3.3), que nuestra ecuación tiene soluciones no triviales en Z si y sólo
si la ecuación

f (1; : : : ; xn) f (x1; 1; : : : ; xn) � � � f (x1; : : : ; 1) = 0;

tiene soluciones en Qn:
El teorema anterior está motivado por el hecho empírico de que hay más métodos para

decidir solubilidad (no trivial) de formas que para decidir solubilidad de polinomios no homogé-

neos. Precisando un poco, en el mundo de los polinomios homogéneo existe un fenómeno muy

interesante: formas con muchas variables respecto a su grado tiene automáticamente soluciones

no triviales en Q: Por ejemplo, Meyer en 1884 demostró que una forma diofantina cuadrática
en por lo menos cinco variables tiene una solución no trivial en Z , si es inde�nida, es decir,
si tiene una solución no trivial en R: De hecho para formas cuadraticas vale el famoso teorema
de Hasse-Minkowski, el cual a�rma que una forma cuadrática tiene soluciones no triviales en

Q si y sólo si tiene soluciones no triviales en R y módulo M; para cada M > 1: En particular,

esto implica que podemos decidir solubilidad de formas cuadráticas. El caso de formas cúbicas

está abierto y la matemática que ha generado es increible. Quizá el resultado más interesante

y "hermoso" es el obtenido por Davenport hace más de 40 años, el cual a�rma que toda forma

diofantina cúbica tiene soluciones no triviales en Q si tiene más de 15 variables. Otro resultado
también interesante es el de Birch: si d � 1 es un entero impar, entonces existe un número n (d)
tal que para toda forma F de grado d en n variables, con n > n (d) ; la ecuación F = 0 tiene

soluciones no triviales en Q: A propósito, hasta ahora no existe un algoritmo que decida, dada
una curva elíptica sobre Q; si E (Q) 6= f1g ; es decir, si la curva tiene soluciones racionales
genuinas. Todo lo anterior nos muestra que hay grandes familias de ecuaciones que tiene solu-

ciones racionales, claramente no hay problema para decidir sobre estas ecuaciones. Así, podría

ser plausible pensar que H10 (Q) es soluble.
Cambiando completamente de perspectiva, es bastante natural preguntarse si Z es diofantino
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en Q; es decir, si existe un polinomio diofantino P (x1; : : : ; xm) tal que

x 2 Z, (9x1; : : : ; xm 2 Q) [P (x; x1; : : : ; xm) = 0] ;

lo cual implicaría, que H10 (Q) es insoluble, ya que de existir un algoritmo para decidir H10 (Q)
este algortimo decidiría también H10 (Z) : En efecto, sea R (x1; : : : ; xn) = 0 una ecuación dio-
fantina. Entonces R = 0 tiene soluciones enteras si y sólo si

(9y1; : : : ; yn; x1;1; : : : ; x1;m; : : : ; xn;m 2 Q) (R (y1; : : : ; yn) = 0 ^ P (y1; x1;1; : : : ; x1;m) = 0

^P (y1; x1;1; : : : ; x1;m) = 0 ^ � � � ^ P (yn; xn;1; : : : ; xn;m) = 0):

Así, usando el hecho de que los conjuntos existenciales y diofantinos sobre Q son los mismos

(Q � R) ; podríamos reducir H10 (Z) a H10 (Q) ; luego el último problema tendría que ser
insoluble ya que el primero lo es.

Mostrar la diofantinidad de Z en Q podría parecer a primera vista mucho más sencillo que
fabricar un método para decidir H10 (Q) : Sin embargo, este es un problema abierto y no hay
una idea muy clara si éste pueda ser cierto. Un primer intento por aclarar el asunto fue el de

eliminar denominadores de un número racional r de manera diofantina. A continuación veremos

como Julia y Rafael Robinson usaron un teorema de Gauss para eliminar el primo 2.

En su famos libro "Disquisiciones Aritmeticae", Gauss probó el siguiente bello teorema, el

cual caracteriza los números naturales que se pueden escribir como la suma de tres cuadrados.

Teorema 3.1.2 Sea m � 1;m = 4nu; 4 - u: Entonces, m es la suma de tres cuadrados si y sólo

si u 6� 7 (mod 8) :

Usando este teorema mostraremos el lema principal de Julia y Rafael Robinson.

Lema 3.1.3 Sea m 2 Z: Entonces existen p; q; r 2 Q tales que p2 + q2 + r2 = m si y sólo si

existen x; y; z 2 Z tales que x2 + y2 + z2 = m:

Prueba. Supongamos que p =
a

b
; q =

c

d
; r =

e

f
; satisfacen p2 + q2 + r2 = m; luego

(adf)2 + (cbf)2 + (ebd)2 = m (dbf)2 : (3.5)

Hagamos m = 4nu; con 4 - u: Luego, en virtud del teorema de Gauss tenemos que mostrar que
u 6� 7 (mod 8). Sea bdf = 4rv; con 4 - v: De esta manera, m (bdf)2 = 4n+2ruv: Ahora, aplicamos
el teorema de Gauss a este número para concluir u 6� 7 (mod 8) : Esto lo haremos investigando
la paridad de v:

Supongamos que 4 - uv2; luego por (3.5) se tiene que uv2 6� 7 (mod 8) : Por otro lado,

v � 1; 3; 5; 7 (mod 8) y así, elevando al cuadrado cada uno de estos valores vemos que v2 �
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1 (mod 8) ; y por lo tanto, u 6� 7 (mod 8) : Supongamos que v � 0 (mod 2) ; pero 4 - v: Entonces,
v = 2s; con s � 1 (mod 2) ; así m (bdf)2 = 4n+2r+1us2; con 4 - us2: Ahora, como s es impar
s2 � 1 (mod 8) : Como en el caso anterior us2 6� 7 (mod 8) y de este modo u 6� 7 (mod 8) : Esto
termina la demostración.

Sea R =
n n
m
j (m;n) = 1; (m; 2) = 1

o
: Entonces R es un subanillo de Q; el subanillo de

todas las fracciones con denominador impar.

Teorema 3.1.4 R es un subconjunto diofantino de Q: Precisando, para x 2 Q vale lo siguiente:

x 2 R, (9a; b; c 2 Q)
�
7x2 + 2 = a2 + b2 + c2

�
:

Prueba. Supongamos que existen x; a; b; c 2 Q tales que 7x2 + 2 = a2 + b2 + c2; y que

x =
n

2tm
con (n;m) = 1; 2 - n y t � 1: Eliminando denominadores del lado izquierdo vemos

que 7n2 + 2:22tm2 es la suma de tres cuadrados en Q: Por el lema 3.1.3, podemos tomar los
cuadrados en Z: Como n es impar tenemos que 7n2 + 2:22tm2 � 7n2 � 7 (mod 8) : De esto

concluimos que 7n2 + 2:22tm2 = 7 + 8k; para algún k 2 Z: Ahora, los números de la forma
7+8k son de la forma 40u, 4 /ju; por lo tanto, u � 7 (mod 8), lo cual contradice el teorema 3.1.2.

Recíprocamente, sea x =
n

m
; con (m;n) = (2;m) = 1: Entonces 7x2 + 2 es la suma de tres

cuadrados si y sólo si 7n2 + 2m2 es la suma de tres cuadrados si y sólo si 7n2 + 2m2 no es de

la forma 4s (8k + 7) : Probaremos lo último por contradicción. Supongamos primero que s � 1:
Tenemos entonces que 2j7n2, así 4j7n2: Como 4j(7n2 + 2m2) tenemos que 4j2m2; de aquí m es

par, lo cual es absurdo. Si s = 0; entonces 7n2 + 2m2 = 7 + 8k; así 7n2 + 2m2 � 7 (mod 8) :
Como m es impar se sigue que 7n2 + 2 � 7 (mod 8), lo cual no se cumple para ningún valor de
n: De este modo, 7n2 + 2m2 no es de la forma 4s (8k + 7) lo cual termina la demostración.

Aunque la demostración del teorema 3.1.4 sólo usa hechos de la teoría elemental de números,

la quisimos exponer completamente para destacar la falta de métodos generales y potentes para

atacar problemas como el de la diofantinidad de Z en Q: En general, se han usado métodos ad
hoc y trucos para resolver casos particulares de este problema. A propósito, Julia Robinson,

en 1949, encontró como eliminar cada primo del denominador. Luego, usando el hecho de que

la intersección de conjuntos diofantinos sobre Q es diofantina tenemos lo siguiente:

RS =
nm
n
j (m;n) = 1; (s; n) = 1; para cada s 2 S

o
es diofantino en Q; para cada conjunto �nito de primos S: Todavia estamos "in�nitamente lejos"
de Z: Sólo en 2002, Poonen logró mejorar sorprendentemente estos resultados. Más adelante,
hablaremos un poco de su teorema.

Otro hecho empírico que hace plausible de la veracidad de la conjetura (Z diofantino en
Q) es el hecho de que H10Z[t] (F (t)) es insoluble (F (t) es el campo de fracciones F [t]) para
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F = R; F un campo �nito, entre otros. Lo anterior se basa en que Q y F (t) tienen bastantes

propiedades comunes, aritmeticamente hablando. Además, ciertas similitudes entre Q y estos

anillos junto con la manera en la que prueban la indecidibilidad deH10Z[t] (F (t)) ; probando que

Z es diofantino en F (t) ; brindan evidencia a favor de la conjetura. El investigador principal en
esta corriente es Thanases Pheidas. De otro lado, un número no despreciable de matemáticos,

que trabajan en teoría de números, están en desacuerdo con el punto de vista anterior y por

lo tanto con la veracidad de esta conjetura. Bosquejaremos, a grandes rasgos, sus razones:

en primer lugar, la conjetura de Mordell (Teorema de Faltings: una curva de genus � 2 tiene
�nitos puntos racionales) nos brinda algunos recursos para decidir de manera efectiva cuestiones

cualitativas acerca de los puntos racionales de la curva, precisando un poco, nos permite decidir

si una curva tiene in�nitos puntos racionales si miramos la curva sobre ciertas extensiones �nitas

de Q (campos de número). Además, algunas conjeturas de S. Lang permiten dar una especie de
caracterización de las variedades totalmente irreducibles que tienen in�nitos puntos sobre los

racionales en un campo de número. Informalmente, la idea de esta conjeturas y resultados es

asociar la (in)�nitud de las soluciones racionales de una curva con las propieades geométricas

de la variedad. Así, en este orden de ideas, es probable que el conocimiento de la geometría de

variedades sobre los números racionales, nos permita efectivamente decidir cuestiones sobre los

racionales. En este punto, es útil mencionar que la geometría de los números enteros es mucho

más complicada que la geometría de los números racionales viéndolo desde el punto de vista

de las varieadades abelianas, las cuales son una generalización de las curvas elípticas en altas

dimensiones. El fenómeno más importante es que sobre variedades abelianas la geometría de los

puntos racionales tienen una estructura muy manejable mientras que la geometría de los puntos

enteros es prácticamente intratable. Inclusive, un buen número de lógicos (generalmente, los

"pesimistas" en estas cuestiones) a�rman que si la teoría diofantina sobre Q es indecidible será
por razones "marginales" dejando la gran parte de la teoría en el terreno de lo decidible. El

autor emplea un número considerable de líneas en estos comentarios para mostrarle al lector

interesado que un cambio de enfoque en el problema H10 (Q) genera sorprendentes intuiciones
geométricas, sobre la posible solubilidad de H10 (Q), que no se tenían al enunciar el problema.

Ahora, enunciaremos el ataque más directo a nuestra conjetura (Z diofantino en Q), prop-
uesto por B. Mazur en 1990.

Conjetura 3.1.5 Sea V � Rn; un conjunto algebraico diofantino de�nido por ecuaciones poli-
nomiales con coe�cientes en Q: Entonces V (Q) tiene un número �nito de componentes conexas
(Rn con la topología usual).

Primero notemos que V (R) tiene un número �nito de componentes conexas, éste es un
hecho conocido y su demostración se puede consultar en cualquier libro de geometría algebraica

real. Ahora, para variedades como V1 : y� x2 = 0 y V2 : y2� x3 = 0 se cumple trivialemente la
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conjetura, ya que Vi (Q) = Vi (R) ; para i = 1; 2. Para la variedad V : x4 + y4 � 1 = 0 Fermat
demostró que V (Q) = f(0;�1) ; (�1; 0)g y así, V (Q) tiene cuatro componentes conexas. Por
último para la curva elíptica C : y2 � x3 + 4 = 0; V (R) tiene una sola componente conexa
y por el lema 2.3.1, V (Q) = V (R) ; así V (Q) tiene una sola componente conexa. Ahora,
si S � Rn, tal que S = C1 [ � � � [ Cn con Ci 6= ; conexo, entonces la proyección en la
componente i-ésima de S; �i (S) no puede ser el conjunto de los números enteros. En efecto,

�i
�
S
�
= �i ([Cj) = [�i (Cj) y como �i es una función continua �i (Cj) es un subconjunto

conexo de R y así � (Cj) también lo es. Además, como � es continua �i
�
S
�
= �i (S): Luego,

si �i (S) = Z; entonces �i
�
S
�
= �i (S) = Z = Z; lo cual es absurdo ya que Z tiene in�nitas

componentes conexas.

Veamos que la conjetura de Mazur implica que Z no es diofantino en Q: Supongamos por el
absurdo que existe una ecuación P (x; x1; : : : ; xn�1) = 0 que de�ne diofantinamente a Z en Q;
es decir, supongamos que la proyección en la primera componente de la variedad V cortada por

P; sobre Qn; es el conjunto de los números enteros. Entonces haciendo S = V (Q) tendríamos,
en virtud de la conjetura de Mazur, que S tiene �nitas componetes conexas, luego de lo anterior

concluimos que �1 (S) 6= Z, lo cual es absurdo.
Se podría pensar que la razón por la cual V (Q) debe tener sólo �nitas componentes conexas

se debe a que Qn es denso en Rn; es decir, que la verdad de la conjetura radica en algo topológico
más que en algo aritmético. La siguiente proposición nos brinda evidencia en contra de esta

a�rmación.

Proposición 3.1.6 Z es un subconjunto diofantino de Z
�
1

2

�
=
nm
2i
j m; i 2 Z

o
:

Prueba. Este proposición es una manera de refrasear el teorema 3.1.4 ya que para x 2
Z
�
1

2

�
; se cumple, en virtud de este teorema, que

x 2 Z,
�
9a; b; c 2 Z

�
1

2

�� �
7x2 + 2 = a2 + b2 + c2

�
:

Notemos que Z
�
1

2

�
es denso en R: Sin embargo, la super�cie

V (R) =
�
(x; a; b; c) 2 R j 7x2 + 2� a2 � b2 � c2 = 0

	
tiene in�nitas componentes conexas, ya que su proyección en la primera componente es Z:

Además, aritméticamente hablando, Z
�
1

2

�
es muy diferente a Q: De otra parte, con el objetivo

de demostrar la insolubilidad de H10 (Q) se ha modi�cado ligeramente la noción de conjunto
diofantino por la noción de modelo diofantino.
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De�nición 3.1.1 Un modelo diofantino de Z sobre Q es un conjunto S � X (Q) ; para algún
conjunto diofantino X sobre Q; equipado con una biyección � : Z! S tal que las grá�cas de la

suma y multiplicación
�
� Z3

�
corresponden a subconjuntos diofantinos de S3 � X3 (Q) :

Informalmente, un modelo diofantino de Z sobre Q es una copia de Z contenida en Q; pero
no de la manera estándar, sino de manera diofantina. Finalmente, antes de enunciar el resultado

de Ponnen, recordemos que si M � P; (P denota el conjunto de los números primos) entonces
la densidad natural de M en P se de�ne como el siguiente límite, cuando éste exista

lim
x!1

# fp 2M j p � xg
# fp 2 P j p � xg :

Además, es importante notar que los subanillos de Q son de la forma Z
�
S�1

�
(el menor anillo

dentro de Q que contiene a Z y a los inversos multiplicativos de S), donde S es un subconjunto
de los números primos.

En el 2002 Ponnen [20] demostró el siguiente teorema, el cual contrasta varias cosas vista

en esta sección.

Teorema 3.1.7 Existen conjunto disjuntos de primos T1; T2 � P con densidad natural igual a
cero y tales que si T1 � S � P � T2 entonces

a) Existe una curva a�n E0 sobre Z
�
S�1

�
tal que la clausura de E0

�
Z
�
S�1

��
en E0 (R)

tiene in�nitas componentes conexas.

b)Existe un modelo diofantino de Z sobre Z
�
S�1

�
(de�nición análoga a la De�nición 3.1.1).

c) H10
�
Z
�
S�1

��
es insoluble.

La prueba del teorema anterior utiliza varias técnicas de la aritmética de las curvas elípticas

y es el primer ejemplo donde S es in�nito.

También es posible mostrar que la conjetura de Mazur implica la no existencia de un modelo

diofantino de Z sobre Q: En general se conocen las siguientes implicaciones:
Z es diofantino sobre Q ) Existe un modelo diofantino de Z en Q
+ . +
La conjetura de Mazur es falsa H10 (Q) es insoluble
Se espera que lo mostrado en esta sección explique un poco el porque H10 (Q) es el problema

más destacado en esta área.

3.2 Lista de Resultados

En esta sección presentaremos una lista de los resultados conocidos sobre varios anillos R; sobre

la (in)solubilidad de tanto la teoría de primer orden sobre R como H10 (R) : Como es usual, Qp
denota el campo de los números p-ádicos (el campo de fracciones de la completación de Z(hpi)
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con respecto al ideal primo hpi), Fq es el campo �nito con q elementos (q es la potencia de un
primo). Un campo de número es una extensión �nita K de Q dentro de los complejos, Ok es

la clausura entera de Z en K; es decir, el anillo de elementos de K que satisfacen un polinomio

diofantino mónico. Un campo global de funciones es una extención �nita del campo de funciones

racionales Fp (t) ; para algún primo p y donde t es indeterminada. Un campo p-ádico es una

extensión �nita de Qp, para algún p: �q denota un generador del grupo multiplicativo de Fq.
En la siguiente tabla, la palabra "si" o "no" denotará solubilidad o insolubilidad de H10 (R) o

de la teoría de primer orden sobre R. Es importante resaltar que el décimo problema de Hilbert

sobre un campo de número arbitrario está abierta, sin embargo en todos los casos conocidos

la respuesta ha sido negativa. Además, es claro que si la teoría de primer orden, sobre R; es

decidible entonces H10 (R) también lo será. Por otra parte, si H10 (R) es insoluble entonces,

con mayor razón, la teoría sobre R también lo será. Por último Fq ((t)) denota el anillo de series

formales en la variable t con coe�cientes en Fq:

Anillo R Lenguaje Teoría de primer orden Coef. H10 (R)

C f+; �; 0; 1g Sí (Elimin. de cuanti.) Z Sí

R f+; �; 0; 1g Sí [27] Z Sí

Fq f+; �; 0; 1g Sí (Trivial) Z Sí

Campos p-ádicos f+; �; 0; 1g Sí [1], [7] Z Sí [15]

Fq ((t))
�
+; �; 0; 1; t; �q

	
Sin resolver. Z

�
t; �p

�
Sin resolver

Cam. de número K f+; �; 0; 1g No [22] Z Sin resolver

Q f+; �; 0; 1g No [23] Z Sin resolver!!

Cam. glob. de func.
�
+; �; 0; 1; t; �q

	
No Z

�
t; �p

�
No [24], [6]

Fq (t)
�
+; �; 0; 1; t; �q

	
No [8], [16] Z

�
t; �p

�
No [19], [28]

C (t) f+; �; 0; 1; tg Sin resolver. Z [t] Sin resolver

C (t; u) f+; �; 0; 1; t; ug No Z [t; u] No [10]

R (t) f+; �; 0; 1; tg No Z [t] No [3]

Ok f+; �; 0; 1g No [22] Corolario Z Sin resolver

Z f+; �; 0; 1g No (Teorema de Gödel) Z No [13]

Tabla 1

En la Tabla 1 los anillos están agrupados de la siguiente manera: campos arquimedianos,

campos �nitos, campos locales no arquimedianos, campos globales, campos de funciones sobre

campos arquimedianos y anillos de enteros. Estos están organizados de manera creciente con

respecto a su "complejidad aritmética". No existe una noción precisa de complejidad aritmética,

en el fondo lo que se quiere es tener un medidor de qué tan lejos estamos de entender la

estructura. Por ejemplo, en el caso de campos, un buen indicador es el tamaño del grupo de

Galois G (Ks=K) ; donde Ks es la clausura separable de K: Además, aunque pueda parecer
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extraño, los campos globales de funciones se consideran aritméticamente más complejos que los

campos de número, ya que los primeros tienen una estructura aritmética extra, la cual proviene

del automor�smo de Frobenius. En todos los casos conocidos el Automor�smo de Frobenius

se ha usado para probar la indecibilidad sobr estos campos. Los dominios se consideran más

complejos que sus campos de fracciones ya que los primeros tiene una estructura extra con

respecto a los segundos, la relación de divisibilidad. La Tabla 1 muestra por una parte lo activa

que es esta área en la actualidad y los diferentes temas que están implicados; y por otra parte

todo lo que falta por investigar.

Finalmente, esperamos que este resumen incentive al interés del lector a hacer un estudio

posterior en este bellísimo tema.
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