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Introduccion

Desde los tiempos de Euclides se ha sabido sobre la infinitud de los nimeros primos, pero un
problema mucho mds complicado ha sido la descripcién precisa de su distribucién en la recta
real. En este sentido, no se hizo ningiin avance especial hasta que, al final del siglo XV III,
C. F. Gauss y A. M. Legendre consideraron la funcién 7(z), que cuenta el nimero de primos
menores o iguales que = y conjeturaron su crecimiento asintético. Aunque estas dos propuestas
eran ligeramente diferentes, su estudio posterior generé lo que se conoce en la actualidad como
el Teorema del Numero Primo (TNP), conjeturado entre 1792 y 1808. El enunciado estdndar
del TNP afirma que la funcién 7(z) es asintética con la funcién %.

La primera persona en establecer el verdadero orden de crecimiento de 7(z) fue el matematico
ruso P. L. Chebyshev quien establecié, a mediados del siglo X I X, y por métodos elementales, la
desigualdad 0.921z/log(x) < m(x) < 1.106x/ log(x), para « suficientemente grande. Chebyshev
también demostré que si w(x)/{x/log(x)} tiene un limite cuando = — oo , entonces dicho limite
es 1. Los intentos posteriores por mejorar los métodos anteriores arrojaron mejores estimativos;
pero habrian de pasar cien anos antes de que se pudiera obtener una prueba del TNP por
métodos elementales (esto es, sin hacer uso del andlisis complejo).

Poco después de la publicacién del trabajo de Chebyshev, el matemdtico G. F.B. Riemann
trazoé el camino para una demostracién del TNP en su famosa publicacién sobre la funcién (,
la cual habia sido introducida por L. Euler en el siglo XV III.

E1 TNP fue establecido por Jacques Hadamard y Charles-Jean de la Vallée Poussin indepen-
dientemente en 1896 (ver, [VALL] y [HADA]). Sus demostraciones siguieron los lineamientos
planteados anteriormente por Riemann y, especialmente, la denominada ecuacion funcional,
junto con la teorfa de funciones enteras desarrollada por Hadamard. Sus demostraciones con-
stan bédsicamente de dos partes: mostrar que la funcién Zeta de Riemman ¢(z) no tiene ceros
en la recta Re(z) = 1 y deducir el TNP de este hecho. Algunos anos después E. Landau
hizo simplificaciones importantes al ofrecer una demostracién del TNP sin hacer uso de la
ecuacién funcional. Posteriormente, N. Wiener y S. Tkehara utilizaron teoremas Tauberianos
para mostrar la equivalencia entre el TNP y la ausencia de ceros de la funcién ( en la recta

Re(z) = 1. Lo anterior posiblemente motivé la famosa afirmacién de G. H. Hardy de que era
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muy improbable la existencia de una prueba elemental del TNP que no usara Anélis y que, de
existir, se deberian hacer a un lado los textos de andlisis complejo y empezar de nuevo. No
deja de resultar irénico que dos anos después de la muerte de Hardy se publicaran pruebas
elementales del TNP por parte de P. Erdos y A. Selberg. Dichas pruebas son elementales en el
sentido de que no usan variable compleja, pero son bastante intrincadas y no ofrecen una mejor
intuicién sobre los conceptos empleados que las pruebas analiticas convencionales (ver [APOS],
[ROSE]).

En 1980 D.J. Newman encontré una versién simple del argumento tauberiano cldsico que
aparece en la prueba analitica del TNP (ver [NEWM]). Este consiste en usar la analiticidad de
la funcién (z — 1) {(z) en el semiplano cerrado {z : Re(z) > 1} y el hecho de que esta funcién
no se anula en dicho semiplano. En lugar del teorema de Wiener-lTkehara, o de la aplicacién
usual de la integral de inversién de Mellin, el método de Newman utiliza solo la teoria bésica de
variable compleja para estimar ciertas integrales sobre contornos finitos (ver [LANG], [KORE]
y [ZAGI)).

Uno de los objetivos de esta monografia es la exposicién completa de la prueba de Newman,
de modo que dicha demostracién sea accesible a cualquier persona con un conocimiento bédsico
de variable compleja equivalente al nivel alcanzado en un curso de pregrado. El segundo objetivo
es demostrar algunas equivalencias del TNP que son de gran utilidad y en cuya demostracién
se utilizan los métodos de estimacion de la Teoria Analitica de Nimeros. En esta ultima parte
nos referiremos principalmente a los textos [APOS] y [ROSE] donde aparecen algunas de las

mencionadas equivalencias.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos algunos resultados bédsicos de variable compleja, necesarios para
la prueba analitica del teorema del nimero primo. Supondremos que el lector esta familiarizado
con los primeros seis capitulos del texto de andlisis complejo de Serge Lang y con el texto de
Bruce Palka.

Teorema 1.0.1 Supongamos que f es una funcién continua en un abierto U y que F' es una

primitiva para f en U. Si~y:la,b] — U es un camino suave, entonces
b
[ fG1dz = PN
v

Prueba. Ver [PALK] pédgina 126. m

Definicién 1.0.1 Sea {u,} (n =1,2,...) una sucesion de niimeros complejos distintos de cero.

Decimos que el producto

converge absolutamente, si lim, oo u, = 1 y la serie

(0.0
Z In u,,
n=1

converge absolutamente, es decir, Y 7 | [Inu,| converge.

Notemos que para n suficientemente grande, podemos escribir u, = 1 — a,,, donde |ay,| < 1.

De la condicién de convergencia absoluta se sigue entonces que la serie

ilnun = i In(1 — o)
n=1 n=1

converge; asi, la sucesién de sumas parciales

N
Zln Unp,
n=1



tiene limite. Dado que la funcién exponencial es continua, podemos tomar la exponencial de

dichas sumas parciales para deducir que

0o N
H u, = lim H Unp,

N—oo
existe.

Teorema 1.0.2 Sea {a,} una secuencia de nimeros complejos con oy, # 1 para todo n.

Supongamos ademds que
o0
E ||
n=1

existe. Entonces
o

H(l—an)

n=1

converge absolutamente.
Prueba. ver [LANG], pdgina 357. =

Teorema 1.0.3 (Teorema del Residuo) Supongamos que f es una funcion analitica salvo
singularidades aisladas en un subcojunto abierto U del plano complejo. Supongamos ademds
que E £ ¢ es el conjunto de singularidades de f en U y que o es un ciclo en U — E homologo

a cero en U. Entonces

/ f(2)dz = 2mi Z n(o, z)res(z, f)

zeE

Prueba. Ver [PALK] pédgina 323. m

Teorema 1.0.4 (Criterio M de Weierstrass) Supongamos que cada término en una serie
de funciones Y o7 | fr estd definido en un conjunto A. Si existe una sucesion {m,} de nimeros
reales tales que

[ (2)] < M,

. oo oo
para cada z en A y tales que la serie Y 2, my converge, entonces y -, fn converge absoluta-

mente y uniformemente en A.
Prueba. Ver [PALK] pédgina 253. m

Teorema 1.0.5 (Cauchy) Sea o un ciclo en un abierto U. Entonces [ f(z)dz =0 para cada

funcion f analitica en U si y solo si o es homdlogo a cero en U.

Prueba. Ver [PALK] pégina 188. m



Capitulo 2

Conceptos Basicos

En este capitulo introduciremos los conceptos y teoremas bédsicos de la teorfa cldsica de niimeros,
los cuales usaremos para probar el teorema del ntimero primo junto con algunas de sus equiva-

lencias.

2.1 Divisibilidad y nimeros primos

Un entero a se dice divisible por un entero b # 0, si existe otro entero ¢ tal que a = bc. Esta
relaciéon también se expresa diciendo que b divide a a, que a es multiplo de b o que b es un
divisor de a y se denota por b | a.

Dados enteros a y b, con al menos uno distinto de cero, se define el médximo comun divisor
de ellos como el méximo entero positivo que divide a ambos, y se denota por (a,b). Es un
ejercicio elemental demostrar que siempre existe dicho nimero y que es tnico. Si (a,b) = 1 se
dice que a y b son primos relativos.

Un entero positivo p > 1 se dice primo si sus tdnicos divisores positivos son 1 y p. Supon-
dremos que cada entero n > 1, se puede representar como producto de primos en forma tinica

salvo el orden de los factores y que existe un nimero infinito de numeros primos.

2.2 Funciones aritméticas y algunos ejemplos

Las funciones que estudiaremos en este trabajo son las llamadas funciones aritméticas, o fun-
ciones de la teoria de los niimeros, que son simplemente funciones con valores reales o complejos

cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos.

A continuacién definiremos algunas funciones aritméticas, las cuales tendréan un papel fun-

damental en la distribucién de los nimeros primos.

La funcién de Mo6bius

Definicién 2.2.1 La funcion p de Mobius es una funcion aritmética definida asi:
p(l) =1;
sin > 1 escribimos n = Pf‘l...P,?’“, con B; primo para i = 1,2,...,k. Siag = ag = ... =

oy = 1, entonces p(n) = (=1)*; en caso contrario p(n) = 0.



Notemos que p (n) = 0 si y solo si n admite un divisor cuadrado mayor que uno.

La funcioén indicatriz de Euler

Definicién 2.2.2 La funcion ¢ de Euler se define como el nimero de enteros positivos menores

que . que son primos relativos con n.

Teorema 2.2.1 Sin > 1 entonces
S d) = H (2.1)
n
dln

donde [.] denota la funcion "mayor entero” y d recorre todos los divisores positivos de n.

Prueba. El teorema es obviamente cierto para n = 1 . Suponemos 7 > 1 y escribimos
n = PM..P*. En la suma (2.1) los tnicos términos no nulos provienen de n = 1y de los

divisores de n que son productos de primos distintos. Asi,

doun) = p()+p(P)+ o+ p(Pe) + i (PLP) + oo 4 p(Pec1 Pr) + o+ p(Pr.. Py)

" — 1+ <]1€)(—1) + <§)(—1)2 +ot <:>(—1)’“ =(1-n°=0.

Teorema 2.2.2 Sin > 1, tenemos

> p(d) =n. (2.2)

din
Prueba. Sean N = {1,2,..,n}, A(d) = {k € N : (k,n) = d}. Claramente los A(d), con d
recorriendo los divisores positivos de n, constituyen una particién para N. Sea ademds f(d) el
niimero de elementos de A(d); veamos que f(d) = ¢(%). En efecto, dado que (k,n) = d si, y
sélo si, (%, %) =1,y ademds 0 < k < n si, y sélo si, 0 < % < 4, existe una correspondencia
biyectiva entre los elementos de A(d) y los enteros m tales que 0 < m < 4, (m, 5) = 1. Pero

por definicién hay (%) de tales enteros. Asf, se cumple que

n=Y Ad) =Y ¢(5) =Y ¢(d),

dn dn dln

donde la segunda y tercera sumatorias son iguales ya que, si d recorre los divisores positivos

de n, & también recorre los divisores positivos de n. m

La funcién de Mangolt



Definicién 2.2.3 La funcidn de Mangolt A es una funcion aritmética definida como In(p), si

n=7p

™ con primo p y m > 0; y como cero en otro caso.

Teorema 2.2.3 Sin > 1, tenemos

In(n) = > A(d). (2.3)

dn

Prueba. El teorema es claramente cierto paran = 1. Sean > 1, con n = P{"*...P* y

tomemos logaritmos a ambos lados para obtener

k
In(n) = a;In(Pi). (2.4)
=1

Ahora, en la suma de (2.3), los tinicos términos no nulos provienen de los divisores de n que

son potencias de primos. Luego,

ko ko k
DA =D D APM =)D I(P) =) a;iln(Pi) =1In(n).
=1

dln i=1 m=1 =1 m=1

Asi queda probado el teorema. m
La funcién =«

Definicién 2.2.4 Para cada x > 0 definimos la funcion m por la formula m(x) = Zpgm 1,

donde p recorre todos los primos menores o iguales a x.
La funcién divisor

Definicién 2.2.5 La funcion divisor 7 es una funcion aritmética definida como

T(n) =Y _1; (2.5)

dln

de este modo, T(n) cuenta el numero de divisores positivos de n.

Las funciones de Chebyshev

Definicién 2.2.6 Para cada x > 0 definimos la funciones ¥ y ¥ de Chebyshev por las sigu-

ientes formulas:

()= 3 An)

n<z
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d(x) = In(p),

p<w

donde p recorre todos los primos menores o iguales a x.
2.3 Producto de Dirichlet de funciones aritméticas

Definicién 2.3.1 Si f y g son funciones aritméticas, definimos su producto de Dirichlet como

la funcion aritmética h, denotada por f x g, dada por la férmula

h(n) = (fxg)(m) = " F(dg(Z) = D fla)g(b).

dn a.b=n

donde a y b recorren los enteros positivos tales que a.b =n y d recorre los divisores positivos de

n.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que fxg = g f ; ademds, si denotamos por
I a la funcién aritmética definida como I(1) =1y I(n) = 0 para n > 1, se verifica trivialmente
que I x f = f, para toda funcién aritmética f. Por otra parte, es un ejercicio elemental probar

que (fxg)xh= f=(g=*h)para f,g,h funciones aritméticas.

Teorema 2.3.1 Si f es una funcion aritmética con f(1) # 0, entonces existe una inica funcion

aritmética =1, llamada la inversa de Dirichlet de f, tal que

frft=1,

donde f~1 se obtiene de las siguientes formulas de recurrencia:

1) = f(ll); fHn) = f_(ll) Z f(%)f_l(d) para n > 1.
dn

d<n
Prueba. Veamos que la ecuacién (f * f~1)(n) = I(n) tiene una tnica solucién dada por
los valores de f~!(n). Para n = 1 debemos resolver la ecuacién (f * f~1)(1) = I(1) que es
equivalente a f(1)f~1(1) = 1, pero esta ecuacién tiene una tinica solucién dada por f~1(1) =
(f(1))~!. Ahora supongamos que los valores de (f~!)(k) estdn unfvocamente determinados

para k < n; asi, debemos resolver la ecuacién
n, ..
S ta@ =o,
din
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que es equivalente a
FOF )+ Y FCF @) =0,
d|

0 sea,

0 =~ S G @,

dln
d<n

De este modo queda univocamente determinado f~!(n) ya que conocemos los valores de f~1(d)

para cada d < n. De lo anteror se sigue la existencia y unicidad de f~! por induccién. m

Nota 2.3.1 Si f y g son funciones aritméticas distintas de cero en uno, entonces f*g tampoco
se anula en uno; este hecho, junto a los resultados de esta seccion, prueban que el conjunto de
las funciones aritméticas que no se anulan en uno forman un grupo abeliano con el producto de
Dirichlet.

Definicién 2.3.2 Una funcidn aritmética no nula f se dice multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n)
siempre que m y n sean primos relativos; y se dice completamente multiplicativa si f(mn) =

f(m)f(n) para cualquier par de enteros positivos m y n.

Es un resultado conocido que el conjunto de las funciones multiplicativas forman un sub-
grupo del conjunto de funciones aritméticas que no se anulan en uno; para una prueba ver
[APOS].

Por otra parte, si u denota la funcién aritmética que vale uno para cada entero positivo y NV
denota la funcién identidad, entonces si utilizamos la notacién de Dirichlet podemos expresar
las ecuaciones (2.1), (2.2), (2.3) y (2.5) como:

wxu = I, (2.6)
pxu = N, (2.7)
In = Axu, (2.8)
- (2.9)

Ahora, si f y g son funciones aritméticas con f = g * u, entonces por (2.6) se tiene que

g=(pxu)xg=px(u*g)=pux*f

Este resultado es conocido como la férmula de inversién de Moébius; més adelante probaremos

una versiéon méas general.



Teorema 2.3.2 Sin > 1, tenemos

A(n) = Y p(d) In(5) (2.10)

Zu(d)f(%) = 1. (2.11)

Prueba. Multiplicando (2.8) y (2.9) por p y utilizando (2.6), se tiene que

Insp=(Axu)xp=Ax(uxp)=AxI=A

pxT=(uxu)xp=u*x(uxp) =uxl =u.

Asi queda probado el teorema. m

Teorema 2.3.3 Si fy g son funciones aritméticas, entonces

S F@D g(d) = g(d) > f(dj); (2.12)

i<n dli d<n  j<n

ademdas, si f es completamente multiplicativa, ambas sumas son iguales a

> gld)fd) D £).

d<n j<n

Prueba. La segunda parte del teorema es obvia, la primera se sigue de la siguiente cadena

de igualdades

S F@> g(d) =YY" flig(d) = D flabgd) =D g(b) > flab) =D g(d) > f(dj),

i<n d|i i<n d|i ab<n b<n asl? d<n 355

donde a y b recorren todos los enteros positivos cuyo producto es menor o igual a n. m
Ahora vamos a introducir una nocién mas general del producto de Dirichlet que se definira
entre una funcién aritmética y una funcién con dominio en los reales positivos, lo cual serd de

gran ayuda para probar algunas de las equivalencias del teorema del nimero primo.

Definicién 2.3.3 Sea F una funcién con valores reales o complejos definida en los reales pos-
itivos, tal que F(x) = 0 para 0 < = < 1 y sea a designa una funcion aritmética. Denotamos

por o F' como la funcion definida en (0,4+00) que se anula en 0 < x < 1, determinada para



xz > 1 por

(a0 F)@) = a(n)F(

n<x

).

x
n

Ahora probaremos una version de asociatividad entre este nuevo producto y el producto de
Dirichlet.

Teorema 2.3.4 Para todo par de funciones aritméticas a y 8, con F' como se definid anterior-

mente, se tiene que

ao(foF)=(axf)oF. (2.13)
Prueba. Para x > 0, tenemos
{ao(BoP}a) = Y aln) Y BmFG—)= 3" am)sm)F(-—)

n =

Observemos que la funcién identidad I(n) = [%] para el producto de Dirichlet es también

una identidad a la izquierda para para la operacién o, ya que

n

(ToF)@) =3 H 5y = Fa). (2.14)

n<x

Ahora, usando este resultado y el teorema anterior, probaremos dos identidades que involucran

la funcién de Mangolt y la funcién de Mobius.

Teorema 2.3.5 Para x > 0, tenemos

S = YT (2.15)

ZA(n;[:ﬂ = ilnn. (2.16)

Prueba. Sidenotamos por H la funcion definida en (0, +00) que vale cero para 0 < x < 1,y



vale uno para x > 1, usando las identidades (2.8), (2.9), (2.14) y el teorema anterior obtenemos

Y r(n) = (roH)(z)={(uxu)oH}(x)

= {uowoMMa) =Y [ Y 1] =D [3]:

n<z kg% n<lx

luego, hemos probado 2.15. De otro lado,

S Am 5] = {Ae(uoH)}@) = {(A+u)o H}(x)

n<x

= {lnoH}(z) = Zlnn;

n<x

con lo que obtenemos (2.16). m

Teorema 2.3.6 (Férmula de Mobius Generalizada ) Sean F'y G funciones cuyo dominio

son los reales positivos, definidas como cero en (0,1). Supongamos que

Fz)=Y G(%). (2.17)

n<x

Entonces

Gla) = Y umF(). (2.18)

Prueba. Para 0 < z < 1, la suma de (2.18) no tiene ningin término ya que n recorre sélo
los enteros positivos menores o iguales a x, en este caso definimos dicha suma como cero. Para
x > 1, multiplicando (2.17) en la forma F' = uoG por p y utilizando (2.1) junto con el teorema
2.3.4 obtenemos

poF=po(uoG)=(u*xu)oG=I0G =G,

de lo que se sigue el teorema inmediatamente. m

2.4 Formulas de sumacién de Euler y Abel

En esta seccién probaremos tres teoremas que nos permitirdn expresar funciones de la forma
Y n<y f(n) en términos de funciones elementales més un error que se puede acotar para valores

grandes de x.
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Definicién 2.4.1 Si g(z) > 0 para todo x > a, escribimos f(x) = O(g(x)) para indicar que el
cociente % se halla acotado para x > a, es decir, existe M > 0 tal que ‘%‘ < M para todo
x > a. Asi, una ecuacion de la forma f(x) = h(z) + O(g(x)) significard que f(z) — h(z) =

O(g(x)). Observemos que f(t) = O(g(t)) para t > a, implica que [ f(t)dt = O( [ g(t)dt).
Definicién 2.4.2 La notacion f(x) = o(g(x)) cuando x — oo significa que

m L(a:) =0.
a—o0 ()
De esta manera, una ecuacion de la forma f(x) = h(z) + o(g(x)) cuando x — oo significa que

f(x) — h(z) = o(g(x)) cuando x — co.

Definicién 2.4.3 §i
A G
v—o0 g(z)
decimos que f(z) es asintdtica a g(x) cuando © — oo , y escribimos g(x) ~ f(x) cuando

xr — OQ.

Teorema 2.4.1 (Sumacién Parcial) Sea t1, ta,... una sucesion creciente de nimeros reales
con limite infinito, sea z1, 23, ... cualquier susecion de niumeros complejos, ademds supongamos
que f es una funcidn compleja con derivada continua para valores del argumento mayores o

iguales a t1. Definamos la funcion Z como cero para x < t1, y para x > t1 por

Z(z) = Z Zns

tn<x

la suma de todos los z, para los n que cumplen que t,, < x. Entonces

> wuftn) = 2@)f @) - [ 2)f Wi

th<z t1

Prueba. Como Z(tp+1) — Z(tn) = 2zn+1, si m es el subindice més grande tal que t,, < z,

se tiene que

Do afte) = Z(t)f(0) + (Z(t2) = Z(t1))f(t2) + .

tn<x



dado que Z(t,,) = Z(x). Ahora, como Z es constante en el intervalo [¢;,%;1+1), tenemos que

27~ ) == [ Z) )y

Combinando estas ecuaciones obtenemos

> wftt) = Z@f@-{3 [+ [}Z(wf'(y)dy

tn<zx =1

Teorema 2.4.2 (Férmula de Sumacién de Abel) Para toda funcion aritmética a(n), sea

Aw) =3 aln),

n<x

donde A(z) =0 si x < 1. Sea ademds f una funcion con derivada continua en el intervalo

[y, 2], para 0 <y < x, entonces

S alm) ) = A@)f() - AW - [ AwS . (2.19)

y<n<z

Prueba. Basta hacer z, = a(n), t, = n y calcular

> alm) () = A)f ) - [ OIA0) (2.20)

Teorema 2.4.3 (Férmula de Sumacién de Euler) Sea f una funcion con derivada con-

tinua en el intervalo [y, x], con 0 <y < x entonces

> = | " F(t)de + / ) (Dt (] - ) f@) — (W] - 0)f).  (@221)

y<n<z

12



Prueba. Tomando a(n) = 1 para todo n > 1 en (2.19), y observando que A(x)

obtenemos

> s = llf@) - Wi - [ 10 ),

y<n<z

combinando esto con la siguiente férmula de integracién por partes
€T , €T
|t Wt =@~ ui) - [ 1w
Yy y

se tiene el teorema. ®

Teorema 2.4.4 Para x > 2 tenemos

Zlnn =zlnz —x+ O(lnx).

n<x

Prueba. Haciendo f(t) = Int en la férmula de sumacién de Euler obtenemos

Zlnn = /1xlntdt+/1xt_t[t]dt—(x—[x])lnm

n<x

Tt—|t
= xlnx—x—i—l-ﬁ-/ t“dt—i—O(lnm)
1

= xlnm—x—l—l—i—O(/ 1dt)+0(lnm)
1

= zlnz -2+ O(lnx).
[

Teorema 2.4.5 Para x > 2 tenemos

I(z) = () In(z) — /2 ' 7r(tt)dt

=28, [ 00,

Inx tlnt2

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Prueba. Si a(n) designa la funcién caracteristica de los primos, entonces tenemos que

m(x) = Zl = Z a(n) Y W) = Zlnp = Z a(n)lnn.

p<zx 1<n<z p<z 1<n<z

13



Haciendo f(x) =Inxz en (2.19), con y = 1, resulta

= a(n)Inn = r(z)In(z) — m(1)In1 — ) = m(x)In(z) — )
)= 3 aln)lun = rlo)ln(e) = 51} In3 | Bt =r@ym - [
que prueba (2.23). Ahora sea b(n) = a(n)Inn, si hacemos f(z) = L en

(2.19), obtenemos

3
- 3 040

Co) L O [T O0®)
In3 +/3 tlntht_ Inz +/2

2
vaque 9(z) =), ., b(n) yd(t) =0sit<2. m

dt
tlnt2"’

Lema 2.4.6 Siz > 1, tenemos

1
Zlen:r—l—C—i—O(—),
n x

n<x

(2.25)
donde C es la constante de Euler definida por

: 1 1
C= lim (145 4.+ —In(n).
Prueba. Tomamos f(t) = %

en la férmula de sumaciéon de Euler para obtener:

Se- [ 5[5
<o " 1t 1

tZ[t]dt—I—l—x_x[m] zlnx—/lwt_ i

1
1 —
2 dt + +O(x)
0t —[t] <t —[t] 1
= lnac—/l 2 dt—i—/x 2 dt+1+0(5).

t—[t]

t2

Ahora, la integral impropia ffo dt existe ya que se encuentra acotada por floo t%dt.
De otra parte

0</’t—mﬁ§/ 1 1

—dt = O(~);
2 O(l')’

de esta manera obtenemos

v ot -] 1
n<z 1 t2 T
Asf, sélo nos falta ver que C'=1— [ t—[1]

+2

dt; pero haciendo z — oo en (2.26), resulta

C:JE&JZi—ln(x))=1—/oot_m

dt.
n<x 1 t2

14



Definicién 2.4.4 Para x > 0 definimos

M)=Ypn), U@ =Y My = 3 M)

n<x

Teorema 2.4.7 Para x — oo tenemos

Prueba. Aplicando la férmula generalizada de Mobius con G(x) = 1 para = > 1, vemos

que F(z) = [z], asi, usando el resultado trivial [z] = = + O(1), obtenemos

L= Y umFC) = um) [5] = > um) (S + o)

n<x n<x n<x

= zy “Ej) +00> 1) =aU(x) + O(x).

n<lx n<lz

Por lo tanto
1= O(x)

x

U(z) = 0(1).

De este modo probamos (2.27). De otra parte, tomando G(z) = x, para x > 1, en (2.3.6) y

usando (2.4.6), tenemos

F(z) = Z%lenx—l—Cw—i—O(l);

n<x

luego, en virtud de (2.3.6) y de (2.27), resulta

r = Gz)=3 un) (% ln% + C% + 0(1))

n<z
= xlan@—xZW—FCwZ@%—O(w)
n<x n<x n<z

= zlnzU(x) —2V(z) +2U(z) + O(z) = zlnzU(x) — 2V (z) + O(z),
de este modo, dividiendo por z y organizando términos, obtenemos (2.28). ®

15



Teorema 2.4.8 (Dirichlet) Para las sumas parciales de T(n) se tiene

S 7(n) =z + (20 - Dz + O(x?), (2.29)

n<x

donde C es la constante de Euler.

Prueba. Observemos que

Tx):=> 7(n)=>_ Y 1=> 1

n<z n<z ab=n ab<z

Asi, T'(z) cuenta el nimero de puntos (a, b), con coordenadas enteras positivas, bajo la hiperbola
ab = z. Tales puntos satisfacen a < \/x 6 b < \/x; de este modo T'(x) = Ty + T» — T3, donde

Ty = |{(a,b):a<Va, abgaj}’
T, = ’{(a,b):bg\/E, abﬁ:n}‘
T3 = ’{(a,b):bgﬁ,agﬁ,abgmﬂ.

I
—~
9

(V]
|
B

[\
I

Ahora Ty = [\/z]*> = 2+ 0(,/Z), ya que para z > 0 se tiene 0 < z — [\/z]>
Ve = VelH{ve + [Val} < Wz + [Va]} <2V

Poa otro lado,usando un lema anterior, tenemos

nene 1= ¥ [ =e X Lo -

a<yzb<Z aly/x a</x

w{In(z}) + C + O(@ )} + O(Vz) = %:cln(x) +2C + O(VT),

luego,

T(@) = 2{%;]5111(9@) 420+ O(E)} — {24 0(Va)} = slnz + (2C — 1)z + O(/7).
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Capitulo 3

Equivalencias del Teorema del Niimero

Primo

En este capitulo probaremos varias equivalencias del teorema del niimero primo, expresadas en
términos de las sumas parciales de las funciones aritméticas p, A y de las funciones 9 y ¢. Dichas
equivalencias nos permitirdn tener una mejor comprensién del teorema y nos brindardn varios
puntos de vista para abordarlo. Una caracteristica especial de las equivalencias es el hecho de
que sus pruebas son todas de caracter elemental y no utilizan nada méds alld de técnicas bésicas

de célculo.

Teorema 3.0.9 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

X

m@) ~ (3.1)
Hz) ~ =, (3.2)
Y(z) ~ =, (3.3)
m(x) ~ nr(z)’ (3.4)

pn ~ mnlnn, donde p, es el n — ésimo primo, (3.5)
M(z) = o(x), (3.6)
Ux) = o(1), (3.7)
Viz) = o(lnx), (3.8)
Ailn) = Inz+c +o(l), (3.9)
2 lnpp = Inz+ca+o0(1), (3.10)
/loo 19(:22_ Ydr < +oo (3.11)

Prueba. [(3.1) & (3.2)]
De (2.4.5) obtenemos



=28, [ 00,

Inx tlnt2

Asi, para probar que (3.1) implica (3.2), solamente necesitamos mostrar que
1 [*x(t
lim / WO (3.12)
2

pero (3.1) implica que ) O(&), para t > 2; o sea,

t Int

1 [*x(t) 1 [ 1

- — =0(—- —dt). 1
x/2 t O(x/2 Int ) (3.13)

Ademass,
T VT €z —
/1dt:/ 1dt+/ idtgﬁ_,_ﬁ \/E;
9 Int 5 Int vz Int In2 Inx

por lo tanto
1 /* 1
lim — / —dt =0,
z—oo x Jo Int
y por (3.13) obtenemos (3.12), con lo cual se demuestra que (3.1) implica (3.2).

Por otra parte, para demostrar que (3.2) implica (3.1), solo necesitamos ver que

lim lnx/ 19(? dt = 0. (3.14)
T—oo T fo tln“t
Tenemos que (3.2), implica ¥(t) = O(z), luego
Inz [* 9(t) lnw/x 1
i dt = 022 [ —_ap):; 3.15
T 2 t1n2t (.%' 2 h’lzt ) ( )
ademas,
| Ve g T -
zdtz/ 2dt+/ zdtﬁéi*x 2\/:?7
9 In“t 9 In“t vz In“t In“z In“z
por lo tanto
im 28 [T Lo,

z—oo T Jy In%t

De este modo, por (3.15), obtenemos (3.14) y asi queda demostrado que (3.2) implica (3.1). m
[(3.2) & (3.3)]

Prueba. Es suficiente probar que para x > 0 se tiene que

P(x)  Ax) < In? z

0< —
-z r = 2y/zrn2’

(3.16)
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yva que esta desigualdad implica

lim <¢(w) B A(w)> _o

r—00 xr X

Ahora, puesto que A(n) = 0, excepto si n es una potencia de un primo, podemos escribir a 1 (z)

como sigue:

o0 o0
W@ =Y A= 3 YA =3 Y
n<z m=1 p m=1p<gl/m
anSz —
Dado que p varfa sobre los primos, la suma extendida a p es vacia para zm < 2, o sea, para

Inz
In2

tenemos

= logy x. Asi, la suma extendida a m es, en realidad,una suma finita, por consiguiente

G)= Y Y lp

m<logy T p<gl/m

m >

De donde se sigue, utilizando la definicién de 9(x), que

0<9y(z)—d) < Y o™

2<m<log, x

ademds, para ¥(z) se tiene la desigualdad obvia

I(zx) < Zlnm <zlnuz,
p<z

luego,

0 < 9Px)—d(x) < Z 2™ In(z"™) < (logy 2)v/z In vz

2<m<log,

Inz \/51 Vr(lnzx)?

= — 1N = —
In2 2 21n2

Asi, dividiendo por x obtenemos (3.16). m
[(3.1) & (34) < (3.5)]
Prueba. Primero veamos que (3.1) implica (3.4). En efecto, (3.1) implica

lim [In7(z) +In(lnz) —Inz| =0,

r—00

i oz (22 0]

T—00 Inz Inz

luego,
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Dado que

lim Inz = +o0,

tenemos | (1
lim nr(z) In(lnz) 1] =0,
T—00 Inx Inz
de donde obtenemos |
lim nr(z) =1.
z—oo Inz
Asi,
lim m(x) Inm(x) —  lim m(z) In(z) In7(x)
T—00 xT T—00 T Inz
_ <lim m(x) ln(m)) <lim ln7r(a:)> 1
T—00 €T z—oo Inzx
Veamos ahora que (3.4) implica (3.5). Si x = p,, entonces 7(xz) = n, por lo tanto de (3.4)
obtenemos
. nlan
lim =1;

n—00  Pn

de este modo concluimos (3.5).
Ahora, supongamos que se tiene (3.5). Dado x > 1, definimos n por medio de las desigual-

dades
Pn < T < Pniti,

de donde n = 7(x). Dividiendo por nlnn tenemos

DPn < z < Pn+1 Pn+1 (n + 1) hl(n + 1) :

nlnn ~ nlnn ~ nlnn  (n+1)In(n+ 1) nlnn

haciendo x — oo y usando (3.5), obtenemos

0 sea,

Asi, obtenemos (3.4).

Finalmente supongamos (3.4). Tomando logaritmos obtenemos

lim [In7(z) + In(ln7(x)) —Inz] =0,

T—00
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luego,

lim {lnﬂ(x) <1+1n(lm(x)) I ﬂ = 0.

T—00 Inw(z)  Innw(x)
Dado que In7(z) — oo cuando & — oo,concluimos que

lim <1 n In(Inn(z)) Inx )) _—

T—00 Inw(z) Inn(z

lo cual implica
Inz

r500 In m(z) ;

esto combinado con (3.4) nos da (3.1). m
[(3.3) & (3.6) & (3.7) & (3.8)]
Prueba. Veremos (3.7) = (3.6) = (3.3) = (3.8) = (3.7).
[(3.7) = 3.6] De la formula de sumacién de Abel, obtenemos

M) = Y um =Y “E:)n _ 2U () — %U (;) - [C U (t)dt

n<lz n<lz

= zU(z) — /f U(t)dt = o(x) — /196 o(1)dt = o(x).
[(3.6) = (3.3)]

Primero vamos a construir una funcién aritmética f, tal que

Y(a) -z =Y up)flg)+0(),

qd<x

para luego usar (3.6) y mostrar que el lado derecho es o(z), cuando x — oc.

Para construir dicha funcién usaremos las identidades

A =S a@wy),  Su@r -1 v = |
din

din din

que son resultado de los teoremas 2.2.1 y 2.3.2. Usando estas ecuaciones obtenemos, para

cualquier constante ) y para x > 1, lo siguiente:

@) —lo]+ Q=3 Y ud) (s -7 (5)+9) = X pd) (ng-7(@+9).  (317)

n<z dln qd<x

De este modo, podemos definir, para cada constante €, f(n) =Inn — 7(n) + Q.
Ahora es conveniente escoger a ) de tal modo que las sumas parciales de f sean pequenas.

Por los teoremas 2.4.4 y 2.4.8, si escojemos ) = 2C' y definimos a f con dicha constante,
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entonces obtenemos:

F(z) :Zf(n):Z(lnn—T +20) = Zlnn—Zﬂn)—i—Z?C

zlnz -z + O(ln )—(x1nx+(2c—1)x+0(x%))+{x+0(1)}20
= O(lnz)+O(22) + O(1) = O(x?) < BV,

para alguna constante B y para x > b, con un cierto b > 0.

Ahora, vamos a probar que

> ulp)f(q) = o(x). (3.18)

qd<x

Dado un € > O,sean a,b > 1 con ab = x, donde a y b serdn especificados méds adelante. El lado

izquierdo de la tltima igualdad se puede reescribir asf:

> ae)f(@) = Y umFE) + Y f)M(S) = M(a)F(b), (3.19)

qd<x n<a n<b

ya que cada q y d enteros positivos tales que gd < =z, satisfacen que ¢ < x 6 d < x, y estan
contados en la primera o segunda de las sumatorias del lado derecho; aquellos que satisfacen
ambas desigualdades estan contados en ambas sumatorias y por lo tanto se sustraen una vez
en el termino M (a)F (b).

La primera suma del lado derecho de (3.19), esta acotada en valor absoluto por

BZ\/> BfZ<B\f< /\[><23\f\ﬁ 23%.

n<a

Fijemos b = b(€) > 1, suficientemente grande tal que

7 <e. (3.20)

Asi, tenemos
Z p(n)F(g) < ex.
n<a n

Para estimar el segundo término del lado derecho de (3.19), usando (3.6) escogemos ¢ = ¢(¢, K)

suficientemente grande, tal que si 7~ > ¢, entonces }M )‘ < ( ;‘() =, donde K es una constante
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que se definird enseguida. Luego, si > be, entonces = > ¢ para cada n < b; asf tenemos que

v | _ cwx |f(n)
S fmn(h| < 3L

n
n<b n<b

[f(n)]

n

De este modo, tomando K = ) _, , concluimos que

S FmM()| < e,

n<b

donde ¢ solo depende de e.
Para el tercer término, usando el hecho de que M(a) = M(7) < ¥ = a y (3.20), notamos
que

|M(a)F(b)| < a(BVb) < abfg < ex.

De lo anterior obtenemos

> wlp)f(9)] < 3ex,

qd<zx

para x > bc, donde b y ¢ dependen sélo de €. Dado que € > 0 fue arbitrario, concluimos que

U(x) =z = ofx),
asi,
¢;{I;> -1= 0(1)7
o sea,
Y@ _ .
r—00 I

de este modo obtenemos (3.3).
[(3.3) = (3.8)]

De los teoremas 2.2.1 y 2.3.2, obtenemos

Am) = Y pd)n(5) =" p(d{nn - Ind}

dn dn
= Innd p(d)—> p(d)nd=->" pud)lnd.
dn din d|n
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Asi, utilizando la férmula de inversién de Mobius, concluimos

pm)nn = =" A (%),
dln
luego,

Vi = S == Y S - 32 AP =R (3),

n<z n<lx dn dq<x

Ahora escribimos ¢ (z) = x + R(z), donde R(z) = o(z), ya que de la hipétesis tenemos que
Y(x) ~ x, o lo que es equivalente, ¢)(z) = x 4+ o(x). De esta manera escribimos la tltima suma

COmao:

pDILURLICERRICANE S TEa b U R CER 7Y

d d
d<z d<z n<lx

La primera de estas sumas, para x > 1, se puede evaluar explicitamente:

chizuijq): uq(;l):ZiLZ,u(d)zlzo(lnm).

d<z  ¢<% qd<z n<z  dln

Para la segunda, usando un argumento andlogo al de la prueba de sumacién parcial, obtenemos:

ZR(d)—R(d—nU(g) _ R(a) > RUd) ;o) > U&=

2 d d W] e D TR L
_ U([E])R([ﬂ]— 1)
_ R&TD +d§;1 REZd)U(z) - dgzm:_lU(dil)R(d)(Cll - d(di 5
S O SLCIRLTE
» d(lj(f)n U
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El primer término de la dltima expresién es o(1). Recordando que U(z) = O(1), podemos

acotar el tercer termino de dicha expresiéon por una constante no nula que multiplica a

1
Z dd+1 Z dd+1 =2 0<d+1>_0(lnx>'

d<z—1

Ahora, la mayor dificultad consiste en establecer que el segundo término es o(ln x).

Esta suma estd acotada, en valor absoluto, por

> mff” -, (3.21)

d<z—1 T -<n<

asi, para obtener el teorema, es suficiente mostrar que (3.21) es o(Inx).

Dado € > 0, escojamos un entero positivo w suficientemente grande tal que [R(d)| (d)| < €, para

d > w. Partimos la suma de (3.21) en w y estimamos las dos partes. Sea B = B( ) una cota

superior para ‘Rgd)‘, con d < w, entonces podemos estimar (3.21) como sigue:

| R(d)| 1 1 | R(d)| 1
Zdzzz;SZBzZ;+ i 2
d<z—1 m<n§3 d<w (d+1) n<g w<d<zr—1 @D <n<3

1 1
< B - -
< B ), ot ) B

ﬁ<n<x w<d<z—1 (d+1)< <Z
1
< B(l —
< B(lhw+1)+e Z -
w<n<y

< ehrlac—i—e(lnE +1)<elnzx+2€lnz = 3elnz,
w

para x suficientemente grande. Ahora, como € es arbitrario, el teorema se sigue.
[(3.8) = (3.7)]

Por el teorema 2.4.7 tenemos:

asi, obtenemos (3.7). m

[(3.3) < (3.9)]

Prueba. Primero veamos que tener (3.9) es equivalente a probar que para algun R

R= i Am) =1 (3.22)
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En efecto, supongamos que se tiene (3.22), entonces,

S AL ko),

n<x

asf, usando el lema 2.4.6, obtenemos

o0 = TER-X -k

n<lx n<lx
A(n) 1
= 2N )
72 - {n:E+C+O(x)} R
= Zw—lnx—i—cl—i—o(l),
n<x n

con ¢; = C' — R. De este modo obtenemos (3.9). Ahora, supongamos que tenemos (3.9), asi

usando el lema 2.4.6, obtenemos

ZAEIH)—Q = lnx—i—o(l):Z%—Cﬁ-O(%)‘i‘o(l)
_ Z%_cmm,

luego, haciendo L = C' — ¢;, concluimos que

AL o),

n<x

con lo que obtenemos el resultado.
[(3.9) = (3.3)]

Sea

De (3.9) y Sumacién parcial se sigue que

> -1= Y 2=k = page - [ P,

n<x n<x
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pero por lo anterior tenemos que (3.9) implica P(z) = R + o(1); asi, obtenemos
Paje~ [ Py = (o) ["(R+o(n)dy
= Rx+o(zr)—Rr+R-— /jo(l)dy
= o(x)— /19C o(1)dy.

Ademds, si h(x) = o(1), entonces dado € > 0, existe z, > 2 tal que si x > z, se tiene que

|h(z)| < e. Luego, para = > x,, tenemos que

< €

)i h(w)dy‘ i ih@)ldy _ Jledy ez —1)

asf, flx h(z)dy = o(x); por lo tanto, de la cadena de igualdades anterior, concluimos que

Y(x) =] =Y An) =Y 1= A(n)—1=o(w);

n<x n<x n<x

de este modo se sigue inmediatamente (3.3).
[(3.3) = (3.9)]

Para demostrar (3.9) veremos que > °C A(n)—1

n=1 n

= —2C, con C la constante de Euler.

Veamos primero que para obtener dicho resultado, es suficiente probar que

X

W)=Y (A -1 = | 2]) = ofa). (3.23)

En efecto, supongamos (3.23). Usando los teoremas 2.3.5, 2.4.4 y 2.4.8, obtenemos

ofz) = S (Am - - [E])

SR 3L LI SV S L RS ol

= x-(;/\g)—;i)—i-;ﬂn)—;lnn

- :c~(z_:A(nT)L_l_)—l—xlnx;(QC—1);+O(ﬂcé)—xlnx+$—0(lnx)
- (ZA(nn_l)—l—QC’x—l—o(x),
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de esta manera concluimos que
An)—1
> A 1 o0 o(1),
n<x n

oo A(n)-1 — 9.

n=1 n

lo cual implica que >
Ahora, veamos (3.23). Fijemos €, > 0y escojamos N > 0 grande, tal que % < %. Separemos

la suma W (z) en dos partes:

W) =Y Am-)E-[2h+ Y am-nE-[2).

n< &% N <nlz
La primera parte la podemos acotar, para x suficientemente grande, de la siguiente manera:
x x
> (m - - 1))

n< n n<X
7N —

IA IA
M M
B =
)
| [
= L
T
M |
g
= f—
=
+
=

n<% n<%
T T €T €T T
w(N)—F[N}_ N+N 3N’

ya que ¢(x) ~ x por hipétesis. De otro lado, para acotar la segunda parte, notemos que

¥ <n<zsiysolosil< <N, conloque obtenemos

> e -nE-[F=e Y QY S am -y G2

x x €T €T
§<n<z ~<n<z 1I<k<N  Z5<n<i

Asf, usando sumacién parcial y (3.3), en la version Q(z) = >, ., (A(n) — 1) = o(z), se sigue

que

N <n<z n v %) N Y
= o(1) +/ Q(Qy)dy
£ Y

Ahora, dado € > 0, como Q(x) = o(x), se tiene que

[%a]= ]

‘%‘ < €, para T > T,; asi,

1 €T
Q(y)’dy<6/ ydy =€e(lnz —Inz+InN) =€eln N,
vy ly %
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para x > x,, luego

De este modo,

T

La doble sumatoria que aparece en (3.24), dado que N es fijo, es una combinacién lineal de
funciones de la forma Q(%) con 7 < N, y asi tambien resulta ser o(z).Por lo tanto, hemos

probado que para x > x,, se tiene que

lo cual implica

< — 1
. ~ o)

luego, para x > x1, con w1 suficientemente grande, tenemos que

<

De lo anterior concluimos que W (z) = o(x) y, por consiguiente, (3.9). m
[(3.9) & (3.10)]

Prueba. Para ver esta equivalencia, claramente basta probar que
A(n) Inp
K(z) = i dy = 3.25
@)= 2 - 2 i = o), (3.25)
n<x p<lzx
donde d; es una constante. Pero

Inz
Inp

K(z) = Zi_zlnp Zzlnp Zzlnp Z Zlnl

n<x p<zx p<x m=2 p<xr m= 2 2<n<x m=2
lnn =1 Inn ( 1 ) Inn > Inn
— [ - = <
> T Z = 2 o \ToT) T 2 e S Ty
2<n<x 2<n<zx n 1= n 2<n<lz n(n 1) n=3 n(n 1)

ademsds, es claro que la ultima serie converge. Dado que K (x) es creciente, concluimos que

lim K(z) < 400,

Tr—00

asi, se sigue inmediatamente (3.25). =
[(3.10) < (3.11)]

29



Prueba. (3.10) = (3.11)

Por sumacién parcial obtenemos:

In ¥z Ty
She v, [0,

x
p<z p

combinando esto con (3.10), resulta:

9 T
lnx—i-cz—i-o(l):im)—i-/ ;;Ddy;
1

0 sea,

D)y, I, [ O, L ),
/1 ) dy—/1 )2 dy /lydy—/1 )2 dy —1 o . +o(1), (3.26)

pero dado que (3.10) es equivalente a ¥J(x) ~ x, si hacemos que z tienda a infinito en (3.26),
vemos que el lado derecho converge, obteniendo el resultado.

(3.11) = (3.10)

Dado que (3.10) es equivalente a (3.2), supondremos (3.11) y veremos (3.2).

Primero notemos que (3.2) es légicamente equivalente al siguiente par de enunciados:

dado A > 1, el conjunto de x tales que ¥(z) > Az es acotado;

dado 0 < A < 1, el conjunto de z tales que ¥(z) < Az es acotado.

Probemos el primero. Supongamos que es falso, luego existe A > 1 tal que para x arbitrari-
amente grande, tenemos que ¥(x) > Az. Dado que ¥ es monotona creciente, obtenemos para

tales x lo siguiente:

Ax Az A
Hy) — Ar — A—
/ (y)deyZ/ :UgydyZ/ dey>0-
@ (0 z Yy 1Y

El nimero a la derecha es independiente de x. Como existen z arbitrariamente grandes que
satisfacen dicha desigualdad, concluimos que la integral de (3.11) no converge, lo cual es absurdo;
asf probamos el primer enunciado. El segundo enunciado se prueba de manera andloga. De lo

anterior se sigue (3.10). =
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Capitulo 4

El Teorema del Numero Primo

En este capitulo presentaremos una prueba relativamente sencilla del teorema del nimero primo
debida a D. J. Newman ver NEWM] que sélo requiere de algunos resultados bésicos de variable
compleja, enunciados de antemano en los preliminares.

Antes de demostrar el resultado principal, probaremos algunas propiedades bdsicas de la
funcion Zeta, la cual juega un papel crucial en todas las pruebas analiticas que se conocen del

teorema del niimero primo.

4.1 Propiedades basicas de la funcién Zeta

Sea s una variable compleja. Para Re(s) > 1 la serie

converge absolutamente y uniformemente para Re(s) > 144, con § > 0, ya que

1

n®

1

y entonces se aplica el criterio M de Weierstrass, ya que la serie > 2 ; ﬁ es converge. Ademads,
la funcién ), 4 % es analitica en Re(s) > 1, para cada N en los enteros positivos, se sigue

inmediatamente que ((s) es analitica para Re(s) > 1.

Lema 4.1.1 Para Re(s) > 1 se tiene

¢s) =] — (4.1)

1 1
s
donde p recorre los nimeros primos.

Prueba. La convergencia del producto es una consecuencia inmediata de la definicién 1.0.1,

el teorema 1.0.2 y el mismo estimativo dado arriba para la funcién Zeta. En la misma regién
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Re(s) > 1+ 6, podemos usar el estimativo de las series geométricas para concluir que

1\ ! 1 1 1
(1—ps> :1+E+ﬁ+ﬁ+:Ep(8),

ahora, usando el teorema fundamental del dlgebra, concluimos que en el producto de los términos

E,(s) para todos los primos p, la expresion L aparece exactamente una sola vez, asf:

nS
1 1 1 1
= 1++4—+J
O = Tt
1 1

para Re(s) > 1. m
Corolario 4.1.2 ((s) # 0 para Re(s) > 1

Prueba. Se sigue inmediatamente de la definicién 1.0.1 y de la representacién de la funcién
Zeta como un producto. m

Un paso crucial en la demostracién del teorema del nimero primo es definir una continuacién
meromorfa de la funcién Zeta en la regién Re(s) > 0, para luego estudiar los ceros y polos de

dicha funcién. Antes de definir esta extensién tenemos el siguiente lema:

Lema 4.1.3 e Si Re(s) > 1 entonces

e 1
/ x” %dr = . (4.2)
1

e Si Re(s) >0 yn € N, entonces

T 1 1
Prueba. Ambas partes del lema se siguen inmediatamente del teorema 1.0.1. =

Lema 4.1.4 La funcion ((s) — 1, inicialmente definida en Re(s) > 1, se puede extender a

una funcion analitica en el semiplano Re(s) > 0.

Prueba. Para Re(s) > 1 podemos usar el lema anterior y obtener

1 =1 >
C(s) = = Z:l = /1 " 5dx. (4.4)
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Podemos reescribir la integral de (4.4) como una suma de integrales desde un entero hasta el

((s) — 2 = i/nm <n1 - ;) dz. (45)

n=1

siguiente, para obtener

Ahora, sélo nos falta ver que la serie del lado derecho de (4.5) converge absolutamente para
Re(s) > 0. Para ver esto usamos el lema 4.1.3 y reescribimos la integral como una integral sobre

una nueva variable u:

n+1 1 1 n+1 T g T g
/ — — — |dz §/ / 7du|dz < max / —du|, (4.6)
n ns xs n n Ut n<z<n+1|/, ust
ademads, para n < x < n + 1, tenemos que
T < [ au < A7
e s | dus | max o) (4.7)
Asi, combinando (4.6) y (4.7), obtenemos:
ntl /g 1 dzl < s | sl
n ne 20 ) M| S ndySaia |yt | T pRestl

|

el lema se sigue inmediatamente ya que Y >~ # converge absolutamente para Re(s) > 0.
|

Ahora que hemos extendido el dominio de la funcién Zeta necesitamos conocer alguna
informacién sobre sus ceros en Re(s) > 0. Los siguientes dos lemas nos proporcionaran dicha

informacion.

Corolario 4.1.5 ((s) se puede extender a una funcidn meromorfa en el semiplano Re(s) > 0,
con un polo simple de residuo 1 en s =1 y ningin otro polo.
Lema 4.1.6 Para todo x, y en los reales, con x > 1, tenemos

P (2)¢H (@ + iy) Pl + 2iy)| > 1. (4.8)

Prueba. Usando el lema 4.1.1 basta probar que para cada primo p se tiene

1 LY’ 1 —1 ' 1 71 : <
o ]} o prtiy o pr+2iy .
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1 i _ 1

pero si hacemos r = 7 ye 7 » con 0 < r < 1 entonces podemos reescribir (4.9) como:

‘(1 )3 (1 - rei9>4 (1 - re2i9>2‘ <1. (4.10)

De este modo es suficiente probar el hecho elemental de que para todo 0 < r < 1y todo 8 € R,

se cumple que

'(1 - rei")4 (1 - r62i9>2‘ < (1—1r)3 (4.11)

Para ver (4.11) fijemos r con 0 < r < 1, y sea f(6) = ‘(1 — rei9)4 (1- T€2i0)2‘ . Por cémputo
directo deducimos que f(8) = (1 + 7% — 2r cos 9)2 (14 7% —2rcos26).
Haciendo u = cos y usando la identidad cos20 = 2cos? 6 — 1, podemos reescribir a f(6)

de la siguiente manera;:

f(O) =gu) =1+ r? — 2ru)2 (14 2r + 7% — 4ru?).

3
% < (2&;— b)

cona=1+7r%—-2ru, b=1+2r +r% — 4ru?, obtenemos

Usando la desigualdad

(34 3r2 — 2r(2u? 4+ 2u — 1))3

< h(u) :=
g(u) < h(w) =
Célculo elemental muestra que h(u) se maximiza en u = f%, ast
max f(6) :g(—l) =(l4+r+r?)P < (l+r+r°+ )3 -
0cR 2 (1—r)3

con lo que se prueba (4.11) y se obtiene el teorema. m
Lema 4.1.7 ((s) # 0, para Re(s) > 1.

Prueba. Por el corolario 4.1.2 sabemos que ((s) # 0 para Re(s) > 1, asi, es suficiente
considerar el caso Re(s) = 1.
Ahora, supongamos que ((s) tiene un cero en s = 1 +1iy,. Sabemos que ((s) es analitica en

s = 1+ 2iy, y tiene sélo un polo simple en s = 1. Asi tenemos

lim ¢3(z)¢M(x + iyo) (P (2 + 2iy,) = 0

r—1+

lo cual contradice el corolario 4.8. m
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Corolario 4.1.8 ((z) = ((s)(s — 1) es analitica y sin ceros en Re(s) > 1.

Prueba. De los resultados anteriores se tiene que ((s)(s — 1) es analitica y sin ceros en

Re(s) > 1, con s # 1. Ahora, por el corolario 4.1.5, se sabe que s = 1 es un polo simple de
((s), asi:

lim ((s)(s — 1) = 1,

Ss—

luego, ((s)(s — 1) es analitica en s = 1, de lo cual se sigue el corolario. m

4.2 Demostracion analitica del teorema del niimero primo

oo |an]
n=1 n?

Lema 4.2.1 Supongamos que |ap| < 1 y formemos la serie ) la cual claramente

converge a una funcion F(z) analitica en Re(z) > 1.Si se cumple que F(z) es analitica en
Re(z) > 1, entonces Y - 2l converge en Re(z) > 1.

n=1 n?

Prueba. Fijemos w con Re(w) > 1. Asi F(w + z), vista como funcién de z es analitica en
Re(w) > 0.

Ahora escojamos R > 1,6 =0(R) >0, <y M = M(R) tales que

F(w + z) es analitica y acotada por M en —§ < Re(z), |z| < R.

Consideremos el contorno I', acotado por el arco |z| = R, Re(z) > —¢, y el segmento
Re(z) = =4, |z| < R. Denotemos por A y B, respectivamente, las partes de I" en el semiplano
derecho e izquierdo.

Sea G(z) = F(z + w)N*? (% + %) , donde N es un nimero natural que definiremos mas
adelante.

Consideremos dos casos: primero supongamos que F'(w) = 0. Luego la funcién G es analitica
en cero, ya que F'(z+w) se puede escribir como F'(z4w) = z"h(z), donde n es la multiplicidad
del cero y h(z) es una funcién analitica. De esta manera, por el teorema de Cauchy, tenemos

que
1
/FF(Z—i—w)NZ <Z + ];> dz = 0 = 2miF(w).

Ahora, supongamos que F'(w) # 0. Entonces G(z) resulta ser una funcién con un polo simple

en z = 0, cuyo residuo es F(w), ya que

. . (1 z
I 266) = liyFle+ w5+ 7
. . 22
= ;E%F(z—i-w)]\f <1+ R2>

52
L . .
= im(l)F(z—i—w) lm(l)N <1+ 2)

= F(w).
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Asi, por el teorema del residuo, tenemos

2miF (w) = /F F(z + w)N? (1 R2) dz. (4.12)

Ahora , F(z + w) es igual a su serie en A, por lo tanto la podemos partir dicha serie en su

suma parcial Sy (z +w) y un residuo 7y (z + w). De nuevo por el teorema del residuo, tenemos

1 1
S z+wNz< + >dz—2mS / Sn(z 4+ w)N ( >dz
/A N ( ) 7 N (w N 7

donde —A denota como es usual la reflexion de A en el origen. Cambiando z por —z, la

igualdad anterior puede escribirse como

z 1 ,Z 1 z
/ASN(z +w)N < R2> dz =2miSy(w / Sn(z— (z + R2> dz. (4.13)

Combinando (4.12) y (4.13), obtenemos
omi(F(w) — Sy(w)) = / ( N(z+ w)N* + SN(;;“”) <i + ;2) dz

/Fz+w ( RQ)dz (4.14)

Ahora si Re(z) = z, entonces, para estimar las integrales anteriores, primero debemos notar lo

siguiente:
1 z 2z q A
- + T el arco Re(z) = R, (en parficular en A), (4.15)
1 1 2\ 2
. + % < 5 (1 + |g2> < 5o la linea Re(z) = =6, |z2| <R, (4.16)
=1 © dy 1
rn(z+w)l <Y, —5 < /N T N (4.17)
n=N-+1
al N 11
z+1 z—1 r—1 _ nT
|Sn(w—2)] < Y a"t' <N +/0 y*ldy = N (N+$>. (4.18)

Por (4.15), (4.17) y (4.18) obtenemos, para z en A, lo siguiente:

Sy(w — z) 1 =z 1 1 1Y)\ 2z 4 2
Ne_ 2N ) ([ ) < (2o ) < 2
<TN(Z+“’) NZ RGN R T R
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asi, obtenemos

<=+ = (4.19)

/A (T‘N(Z‘ +w)N* — SN(;[UZ_Z)) C + ;) dz

De otra parte por (4.15) y (4.16) tenemos

(1 z
/BF(z—I—w)N <z+R2>dZ

R 0
52 2z|3
MN Zdy+2M [ N*ZZ12g
/_R PR /_5 Rr2 2™

- 4MR+ 6 M
~ O6N°  R2In2N’

IN

(4.20)

Ahora, utilizando (4.19) y (4.20) en (4.14), concluimos

2 1 MR M
F(w) - <21 .
Flw)=Svw)l < 5+ 5+ 50+ e

luego, si fijamos R = %, verificamos inmediatamente que el lado derecho de la desigualdad

anterior estd acotado por € para N suficientemente grande. De este modo hemos verificado

nuestra definicién de convergencia. m

Teorema 4.2.2 Para Re(z) > 1, tenemos que

z—1 2 u(n)
0 _nz::l o (4.21)

co  uln)

Prueba. Dado que |u(n)| < 1 para cada n en los naturales, se verifica que ) 7, £

converge absolutamente para Re(z) > 1.

Ahora, dado z en la regién Re(z) > 1, tenemos que

R (o) (L) -y s
n=1

m=1 n=1 m=1n=1
= Y () =2 7=
k=1 d|k k=1

n
Teorema 4.2.3 (Teorema del niimero primo) 7w(z) ~ .

Prueba. Veremos el teorema del nimero primo en la forma U(z) = o(1).
Dado que |u(n)] <1y Z(;Zl) es analitica en Re(z) > 1; en virtud del lema 4.2.1 y de (4.21)

concluimos que Y 7, @ =0, esto es, U(z) =o(z). m
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